Uber den Zusammenhang der verschiedenen Begriffe
der rekursiven Funktion.

Von
Rézsa Péter (Politzer) in Budapest.

Einleitung.
I

1. Die wichtigste Eigenschaft der Gesamtheit der natiirlichen Zahlen
ist, daB man iiber eine noch so grofie Zahl #» immer noch um 1 weiter-
gehen kann. Dieses Um-1-noch-weitergehen bildet daher auch die wichtigste
Methode der elementaren Zahlentheorie. So beweist man die Behauptungen
fiber ganze Zahlen im allgemeinen durch Schluf von » auf # 41, und
man definiert die zahlentheoretischen Funktionen meistens so, dafl man den
Funktionswert ¢ (% + 1) aus Funktionswerten aufbaut, die an niedrigeren
Stellen angenommen werden.

Skolem®) hat gezeigh, daB sich die tibliche Arithmetik finiterweise
— also ohne Benutzung der Begriffe ,,alle” und ,,es gibt* — aufbauen 188t,
wenn man sich auf diese ,rekurrierende Denkweise” stiitzt. Die Klasse
der rekursiven Funktionen ist demnach ein auch vom Standpunkt des
Intuitionismus unanfechtbares Gebiet der Mathematik und enthélt alle
gebrauchlichen Begriffe der Zahlentheorie. 'Es scheint also lohnend, die
rekursiven Funktionen auch an und fiir sich, von den Anwendungen ab-
gesehen, zu untersuchen. Dies erfordert ausschlieBlich solche Hilfsmittel,
die zu den ersten Elementen der Zahlentheorie gehéren; daher seize ich
keinerleir besondere Vorkenntnisse, insbesondere nichts aus der mathema-
tischen Logik, voraus.

2. Die rekursiven Funktionen wurden auch o6fters als Hilfsmittel zu
verschiedenen Untersuchungen herangezogen, namentlich von Hilbert?)
und Ackermann®) zum Kontinuumproblem und vor kurzem von Gédel)
zu seinen wichtigen Untersuchungen tiber die Unbeweisbarkeit gewisser

: 1) Th. Skolem, Begrﬁndung der elementaren Arithmetik durch die rekurrierende
Denkweise, Videnskapsselskapets Skrifter (Kristiania) I. Mat.-Naturv. Kl. (1923), Nr. 6.
2) D. Hilbert, Uber das Unendliche, Math. Annalen 95 (1916), S. 161—180.
8) W. Ackermann, Zum Hilbertschen Aufbau der reellen Zahlen, Math. Annalen
99 (1928), S. 118—133.
4) K. Godel, Uber formal unentscheidbare Satze der Principia Mathematica
und verwandter Systeme I., Monatshefte fiir Math. und Phys. 38 (1931), 8. 173 —198.
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‘Widerspruchsfreiheitssiitze. Die bel diesen Untersuchungen zugrunde ge-
legten Rekursionsbegriffe zeigen gewisse Abweichungen voneinander.

3. Der Begriff der Rekursion 148t sich auf viele verschiedene Weisen
abgrenzen. Ich beschrinke mich im folgenden auf solche Rekursionen,
die zahlentheoretische TFunktionen definieren, nur Zahlenvariablen ent-
halten und ein wirklich durchfiithrbares Verfahren zur Berechnung der
Funktionswerte fiir gegebene Zahlenwerte der Argumente liefern. Die
einfachste Form einer solchen Rekursion ist jene, die Godel in seiner
zitierten Arbeit verwendet; diese werde ich im folgenden als ,,primitive
Rekursion* bezeichnen.

Eine einstellige Funktion ¢ (n) entsteht durch primitive Rekursion
aus einer Konstanten % und aus einer zweistelligen Funktion f (a, b), wenn

@(0)=1%

g (n-+1) =B (n, ¢(n)).

AuBer den Variablen #, nach welcher die Rekursion lduft, konnen in
der Funktion auch andere Variablen als Parameter auftreten. Allgemein
werde ich sagen, daB eine 7 -+ 1-stellige Funktion (%, a,, @y, ..., @,) durch
primitive Rekursion aus der r-stelligen Funktion o (a;, a,, - ., dr) und aus
der r + 2-stelligen Funktion §(n, a;, @y, ... @y Gr41) entsteht, wenn

@0, 4, ..y ) =ala, ... a)
e +1,8, ... 0)=FMma,. .., 6, @Na,... as).

Die primitive Rekursion ist also dadurch charakterisiert, dal der
Funktionswert an der Stelle n + 1 von der Stelle und vom Funktions-
wert an der vorangehenden Stelle », bei unverinderten Parametern, abhéngt.

Ich betrachte folgende Verallgemeinerungen der primitiven Rekursion:

1. Dic Wertverlaufsrekursion. Diese ist eine Definition, nach welcher
der Funktionswert o(n -+ 1) nicht aus dem unmittelbar vorangehenden
Wert ¢ (n), sondern aus mehreren der vorherigen Werte ¢ (0), ¢ (1),..., ¢ (n),
also aus dem vorangehenden Wertverlauf der Funktion aufgebaut wird.
(Z.B. die rekursive Formel von Euler fiir die Summe der Teiler von n,
bezeichnet mit o (n):

om)= Y(—=1p={o(n - 3944) 4 o (n— 270)),

n ‘
wobei i solche positive Zahlen durchléuit, fiir die die vorkommenden
Argumente von o nicht negativ sind und statt o (0) stets #n zu setzen ist.)

9. Die eingeschachtelte Rekursion. Diese ist eine golche Definition
ciner mehrstelligen Funktion, bei welcher die Parameter nicht festgehalten’
werden, vielmelir Binsetzungen fir sie erfolgen; hier muB man zum Auf-
bau des Funktionswertes @ (n +1,4a,, ..., @) nicht blof den Funktions-
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wert ¢ {n, a, ..., a,), sondern die Funktion ¢{n,aq, ..., a,), als Funktion
von a,, 4, ..., a, kennen. Eine solche Rekursion hat die Form
9(0,a,ay...,0) =ale,a,...,a)
en—+1,8,a,...,8) = fo,...0 (n,ay, a4, ..., a,, @(n, by, by ..., b)),

wobei der ,.Term* fy,4,... 0, (n, @y, a5, ... a,, (n,b,,b,,...,b,)) aus den
Variablen n,aq,,...,a, ferner gewissen schon eingefithrten rekursiven
Funktionen und der Funktion ¢(n,aq,, ..., a,) — aufgefaBt nur als Funk-
tion der Argumente a,, ..., a,, d.h. bei Festhaltung von n in der ersten
Argumentstelle — durch Substitutionen aufgebaut ist®). Eine solche
Rekursion ist z. B. die bekannte Definition der Binomialkoeffizienten:

(0) _ {1, falls e = 0

a 0 sonst,
n 1 1, falls a =0
( a - {(a ﬁ 1) -+ (2) sonst.

Es koénnen auf der rechten Seite sogar eingeschachtelte Funktions-

werte vorkommen, z. B.
#(0,a) = «(a)
p(n+1,a) =p (n’ a, ?’(”, 7("’ a, p(n, a))))

Diesen Rekursionsbegriff verwendet Hilbert in seiner zitierten Arbeit.
Bei Hilbert werden zur Herstellung des Terms auch hohere Funktionen-
typen zugelassen, deren Argumente nicht nur natiirliche Zahlen durch-
laufen (was fiir seinen Ansatz zum Kontinuumproblem unerliBlich ist);
solche Funktionentypen will ich hier von vornherein ausschlieBen.

3. Die mehrfache Rekursion — im Gegensatz zu der bisherigen ein-
fachen — d. h. die gleichzeitige Rekursion nach zwei oder mehreren
Variablen.

4. Unter rekursiven Funktionen verstehe ich jene, die aus gewissen
einfachen Ausgangsfunktionen durch eine endliche Kette von Substitu-
tionen®) und Rekursionen entstehen. Als Ausgangsfunktionen wihlt man

5) Der Index b, y...b, von f weist darauf hin, dal
. fblb’...b,- (n,al,...,u,,g(n, bl’ bg’ TN br))
von der Funktion g, und nicht von den Argumenten b,, b, ..., b, abhangt, diese
dienen vielmehr nur zur Numerierung der ,,freien* Leerstellen von g, die in § durch
Einsetzungen ,,gebunden* werden sollen.

6) Statt der allgemeinen Substitution wiirde es geniigen, die Substitution
von 1 (und zwar in die erste Leerstelle einer Funktion) zuzulassen. In der Tat ist
B(x(a)) = @(1,a), falls ¢ (n, a) folgendermaBen definiert wird:

¢ (0,a) = a(a)
. W(”+1’a)=ﬂ(¢(”’a))-
Ansloges gilt auch fiir mehrstellige Funktionen.
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zweckmifig die Funktionen 0 und = + 1, die schon bei Peano als die
Grundbegriffe der Arithmetik (auf die alle ibrigen Begriffe zuriickgefiihrt
werden) dienen.

Man konnte glauben, dafl die rekursiven Funktionen bei verschiedener
Wahl des Rekursionsbegriffs verschiedene Klassen von zahlentheoretischen
Funktionen bilden; die engste, wenn nur die primitive Rekursion zugelassen
wird (es ist trivial, daf die iibrigen Rekursionen diese als Spezialfall ent-
halten). Ich werde aber beweisen, dal die Hinzunahme der Rekursionen
1. und 2. die Klasse der durch primitiven Rekursionen definierten rekur-
siven Funktionen nicht erweitert. Man kann sogar zur selben Klasse auch
so gelangen, dall man nur die einfachste primitive Rekursion, von der
Form

¢(0) =1
p(n+1) = f(n ¢(n)
zulaft, worin keine Parameter vorkommen, dafiir aber auch noch einige
zweistellige Funktionen als Ausgangsfunktionen hinzunimmt.

Daf§ die mehrfache Rekursion dagegen aus dieser Klasse hinausfiihrt,
hat Ackermann in seiner zitierten Arbeit bewiesen. Sein Beweis 148t sich
durch die eben angedeuteten Resultate wesentlich vereinfachen.

Auf die mehrfache Rekursion will ich in einer spiiteren Arbeit zuriick-
kommen; in derselben werde ich auch die Behauptung beweisen, da
man sich auf Rekursionen ohne Parameter beschrinken kann.

IL

b. Von jetzt an werde ich nur jene Funktionen rekursiv nennen, die
aus den Ausgangsfunktionen 0 und % + 1 durch eine endliche Kette von
Substitutionen und primitiven Rekursionen entstehen. Bekanntlich sind
n, @ +n, a-n, a?, n! rekursive Funktionen’). Von Skolem?) und spiter
unabhingig von ihm von Gédel*) wurde von einem grofen Teile der
zahlentheoretischen Funktionen bewiesen, daB sie in diesem Sinne rekursiv
sind. Ich setze die Kenntnis dieser Arbeiten nicht voraus, daher werde
ich fiir die Funktionen, deren Rekursivitit ich benutze, je eine rekursive
Definition angeben.

6. Evstens ist es klar, dalBl samt ¢ 4+ % und a-» such die mehr-
gliedrige Summe und auch das Produkt von mehreren Faktoren:

7) Genau genommen mufl man, um ¢4 n und a.n definieren zu kénnen,
auch die triviale Operation der Vergréferung der Anzahl der Leerstellen einer Funk-
tion durch Hinzunahme von ,fiktiven** Variabeln, von denen die Funktion in
Wirklichkeit nicht abhéngt, zulassen. Besitzt man bereits die Funktionen a -} n
und @.n, so 1&Bt sich diese Operation auf Substitutionen zuriickfiihren (néwmlich
durch Addition der Nullfachen der fiktiven Variablen zur fraglichen Funktion).
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a, +a,+ ... +a, bzw. a,-a, ... a, rekursiv sind; diese lassen -sich
némlich aus @ +#n bzw. ¢ -»n durch Substitutionen aufbauen.

Auchdas ist leicht einzusehen, daB mit «(n, a,, ..., a,) zugleich auch
die Funktionen

. n
ena,...a) ='2a(z, Qyy - eey Gy)

i=0
und
n
pin,ay, ..., 0q,) :i]] a(t,a, ..., a,)
=9
rekursiv sind; w(n, a,, ..., a,) liBt sich z. B. folgendermaBen definieren:

p(0,a,...,8,) =a(0,a,...,a,)
yin+la,..,8)=a(n+1l,a,..,a,).9(na,...,a)
7. Unter a —n verstehe ich.die Funktion, welche gleich a — n ist,

wenn @ >n, und gleich 0, wenn a << n. Der Spezialfall =1 Lt

sich durch
0—=—1=20

M+ 1)—=—1=n
definieren, und wenn man diese Funktion anwendet, ergibt sich a —n

wie folgt:

a—0=a
a—=—(n+1) = (a——n)—=1.
a —n ist also auch rekursiv. Ferner sind sgn und sgn, wo
n_{O, falls n =0
BT, L, om0
und
o — {1, falls n =0
£ o, o, o,

obne weiteres als rekursive Funktionen zu erkennen.

8. Die Funktion [%] 1aBt sich auch rekursiv definieren. Darunter
will ich im Falle = 0 Null verstehen, in jedem anderen Fall die groBte
_in% enthaltene ganze Zahl.

Es sei nimlich
g=q-b+r (r < b),
80 ist b (> 0) in @ + 1 dann und nur dann ¢ - 1-mal enthalten, wenn
a

r=05b—1. Da nun g = [i;-], also r=a—-[3]-b ist, ist

br=([2]+1)b—a
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Die Bedingong b — 7 = 1 kann also durch
([%]—L 1)-b —(@e+ 1) =0

ausgedriickt werden. Es ist nun
sgv-5g(([7] +1) b —@+ D)= |

also 1Bt sich [ definieren wie folgt:

5]

] = [5] + o (3] 1) 5 041
Den bei der Teilung auftretenden Rest # = o (;, b) erhélt man aus [%]

o(a,b) = a—-—[%]-b.

9, Godel nennt eine Beziehung zwischen den Variablen a,, a,, ..., a,
rekursiv, wenn es eine rekursive Funktion «(a,; a,, ..., a,) gibt, die fiir
solche und nur solche a,,a,, ..., a, verschwindet, fiir welche die fragliche
Bezichung besteht. Es sind z B.a =25, a=+b und a < b rekursive
Beziehungen, da @ = b mit (¢ =b) +(b—~a) =0, a = b mit 5§[(a~'—b)
+(b——a)] =0 und ¢ << b mit (¢ + 1)=b = O gleichbedeutend ist. Ist
ferner das Bestehen der Beziehungen B, (a,, @y, . - ., a,) und B, (a,, 4y, ..., a,)
mit 8, {(ay, &g, - .., @) = 0 bzw. §;(a,, @y, .. ., @,) = 0 gleichbedeutend, wo
B, und B, rekursive Funktionen sind, so besteht B, und B, dann und
nur dann zu gleicher Zeit, wenn

Bi(ay, ag, ..., &) + By{ay, aq ...y 0,) = 0.
Wird das gleichzeitige Bestehen von B, und B, symbolisch durch B, & B,
ausgedriickt, so ist also diese Beziehung
B, (@, ag ..., )& By(ay, a5, .. ., ar)
zugleich mit B, und B, rekursiv.

Es laBt sich auch die Rekursivitét einer aus rekursiven Funktionen

,,zusammengeflickten’ Funktion beweisen: Sind

B, (@), Bgy - -y Gy)y Bg(@ys Cgy v o0y 8r)s ooy By (@, Gy + -+, @)
solche relursiven Beziehungen, da8 fiir eine jede Kombination a,,ay,...,a,
eine und nur eine von ihnen besteht, sind ferner «,(ay, a, ..., a),
s (s Ogy +« vy Br)y « v s O (Bgy By, .+« ., @) rTekursive Funktionen, so ist auch
die folgendermaBen definierte Funktion ¢ (4, @y, ..., a,) rekursiv:
«, (ay, @g, - . -5 @), falls B, (a,, 4, ..., a,) besteht,
Oy (“p 02, AL ar): 3 Bz (a’la “2’ RS | ar) )

........................

1, falls 6 >0 und b6 —7r = 1,
0 sonst,

folgendermafen:

4 (au UITRRE ar) =

Mathematische Annalen. 110. 40
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Es sei namlich B;(a, aq, ..., a,) fiir ¢ =1,2,..., %k eine Funktion, die
dann und nur dann verschwindet, wenn B, (a,, g, ..., a,) besteht, dann ist

p(a,ay ..., a)= Zcx. (@ @, - - -5 Gy) -Eé(ﬁ, (a,, ag, ..., &)):

i=1

@ (ay, ay, ..., a,) entsteht also durch Einsetzung aus rekursiven Funktionen.

Durch Anwendung der ,,zusammengeflickten Funktion' ergibt sich

insbesondere, da samt «(n,a,,...,a,) auch ¢g(n,m,q,...aq,)
n

= Ya(i,a,...;a,) rekursiv ist, indem man diese Funktion folgender-
t=m

mafBen erklirt:
l 0, falls m > n,

g(n,m,a,...a,) —] ﬁ‘:“(z @+, ), falls m =0,

-1
):'a(i, @y, .oy Oy) *mZ ®(, @y ..., a,), falls 0 <<m < n.
=0

Ahnlich IaBt sich auch [I a (% ay, ..., a,) definieren,

10. Mit Hilfe des Vorherigen ist es leicht zu beweisen, daB auch die
Funktionen & (n, a), p, und =, (a) rekursiv sind, wobei

0, falls » durch a teilbar ist,
?(n, a) = {

1 sonst;
Pn die der GroBe nach n-te ungerade Primzahl und fir » = 0 die
Zahl 2 bedeutet; und n,(a) fiir @ & 0 der Exponent von p, in der an-
faktorzerlegung der Zahl a, und fiir ¢ = 0 Null ist.
Es ist ndmlich?®)
# (n, @) = sg o (n, a).

Um p, zu definieren, zeige ich erst, da8 die (eingliedrige) Beziehung I" (n):
» ist Primzahl”, rekursiv ist. I'(n) ist némlich gleichbedeutend damit,
daB (n — 1)!* durch n nicht teilbar und n > 1 ist, also mit

d(n=1)1"n)+0&n> 1.

Wird nun die Funktion ¢(n, a, b) folgendermafen definiert:
a, falls n < a,

@ (n, a, b) = {n, falls n > @, I'(n) besteht, und & = a,
. b sonst,

so bedeutet die durch
v(0,a) =a
y(n+La)=g(n+1,a p(n a)

8). Die rekursive Definition der Funktionen P, und = (a) lieBe sich durch An-
‘wendung der Zeiohen der theoretischen Logik etwas verkhrzen
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definierte Funktion fir # > ¢ die kleinste Primzahl zwischen « {exel)
und 7 (incl), falls eine solche existiert. Demnach kann p, folgender-
mafen definiert werden:
Do =2
Dntr = p(pa! + 1, pa).
Sei endlich
0, falls & (a,pp*?) = 0,
@ (n, a, b,c) = in, falls §(a, p}) =0 & & (a, p?+?) = 0,
¢ sonst
und
9(0,a,0) =0
p(r—+1,a,0) = ¢p(r+1,ab pna,b),
dann bedeutet y (n, a,b) 4- 1 den kleinsten derjenigen Exponenten ¢ < n + 1,
fiir welche ¢ durch p! nicht teilbar ist, falls ein solcher existiert. Durch
p¢ ist a, falls @ %= 0, gewiB nicht teilbar, also ist®)
7, (@) = yp(a, a, n).

Wegen einer spiteren Anwendung bemerke ich noch, daB beim Auf-
bau der Funktionen a-n, a#, p, und =z, (@) bei festem r aus den Ausgangs-
funktionen 0 und 7 <4- 1 nur solche Rekursionen benutzt werden, die ein-
oder zweistellige Funktionen definieren.

II1.

11. Im folgenden werde ich durch Rekursion nur hichstens zweistellige
Funktionen definieren. Das ist keine Einschrinkung der Allgemeinheit;
denn in der rekursiven Definition einer mehrstelligen Funktion lassen sich

9) Weitere Beispiele rekursiver Funktionen, ~und zwar solche, die eher vom
Gesichtspunkt der Analysis, als der elementaren Zahlentheorie, von Interesse sind,
gewinnt man beim Studium der Funktion ¢ (n) = [§-n] (mit positiv reellem &),

Fiir rationales & ist diese Funktion (wegen der Rekursivitit von [-g—]) offenbar re-

kursiv; ich habe gezeigt, daB das gleiche fir algebraisches ¢ zutrifft. Ferner habe
ich bewiesen, daB ¢, (n) dann und nur dann rekursiv ist, wenn in der (bekanntlich
stots existierenden und fiir irrationales ¢ eindeutigen) Entwicklung von £:

% %y T

& — — — ——

e S TR TR TR

(wobei x,, @, g, 2, ... positive ganze Zahlen sind und #, <nfiirn=1,2,3,.. Sz,
eine rekursive Funktion von n ist. Z. B. sind wegen

0o, 1 1
e=2+qtgi gt
2 4 6
— 1l — — .
TrlEmtetates
[e.n] und [—'g] rekurgive Funktionen von n. Auf den Beweis dieser Behauptungen,

die im folgenden nicht benutzt werden, gehe ich hier nicht ein.
40*
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jene Variablen, die an der Rekursion nicht teilnehmen, durch cine einzige
Variable ersetzen. Wenn nimlich die Definition von ¢(n, a,, ay, .. ., @,)
¢0,a,a,..,a)=a(a,a, ... a)
g+ 1,a,a...,8)=Top,...5, (n, @y, a9y ...y @y, @(m, by, by, ..., b))
ist1%), so kann man folgende neuen Variablen einfiihren: ‘
a = py-pge ... P,
b = pb.phe oo PP,
Dapn bekommt man aus der zweistelligen Funktion:
p(n, a) = @(n, x (a), 7, (a), ..., 7, (a)
die urspriingliche 7 - 1-stellige durch Substitution:
@ (N, @y, G, ..., &,) = y{n, phr-plz ... pir).
Diese zweistellige Funktion y(n, @) a8t sich wieder durch Rekursion
definieren: es sei
E(a) = a(m (a), 7y (a), ..., 7, (a))
und
{20 (n’ a, k (b)) = fbl by...b, (”” Ty (a): s Ty (a)’ h (pg‘ pgz R P?’)),
dann ist
p (0, a) = &(a)
p(n+1,a) = q,(n, a, y(n, b)).

Nach einer fritheren Bemerkung sind zum Aufbau der hier verwendeten
Funktionen =, (a) und pg¢.pg ... p% nur rekursive Definitionen von
hochstens zweistelligen Funktionen notwendig.

Dasselbe Verfahren 18t sich auch auf die Wertverlaufsrekursion
anwenden.

§ L
Die Wertverlaufsrekursion,

12, Von Wertverlaufsrekursionen gibt es verschiedene Arten. Als
einfachster Typus einer Wertverlaufsrekursion kann
1. (0, a) = a(a)

g+ La)=B(n a ¢ (n, a),a), g(ys(n a),a), ..., ¢ (y:(n a), a))
bezeichnet werden, wobei «, 8, ¥,, ¥; - .., ¥ rekursive Funktionen sind
und fiir 2 =1,2,...,k

Yi(n, a) < n.

Man sieht aber, dal es viel allgemeinere Arten von Wertverlaufsrekur-
sionen gibt. So ist z. B. die in der Einleitung erwihnte Eulersche Re-

10) Zur Bedeutung des Index b; b, ... b, von f, und des spiter vorkommendei:-
Index b von g siche Fufinote 8),
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kursionsformel fiir die Teilersumme nicht vom Typus 1.; ebenso nicht
die folgende Definition:

2. @(0, a) = «(a)
p(n+1,a) =f ('n’ a,ziﬂl (‘P (3 a)))’

wo o, 3, B, rekursive Funktionen sind.

Ich werde zeigen, daf die Wertverlaufsrekursion in allgemeinem
Sinne — also darunter avch die vom Typus 1. — auf einen dem Typus 2.
ahnlichen Fall, und dieser auf primitive Rekursionen zuriickfithrbar ist.

Sei @ (n + 1, a) auf irgendeine Weise so definiert, daf es rekursiv
von vorhergehenden Funktionswerten abhiingt. Sein Wertverlauf wird
durch die ,,Wertverlaufsfunktion:

n

p(n, a) = pf® a).p;ff{l,a) . p;f(n, 0= JT p?(a’,a)

=0
vollstindig charakterisiert. Ein jeder Funktionswert wvor ¢ (n -4 1,4)
kommt in der Primfaktorzerlegung von y(n, a) als Exponent einer Prim-
zahl vor: fiir ¢ << n ist
@ (3, @) = m; (p (n, a)).

Da nun die Funktion z,(n) rekursiv ist, wird ¢ (n + 1,a), das von
den Ausdriicken ¢ (¢, ) rekursiv abhingt, eine rekursive Funktion der
Stelle und des Wertes ¢ (n, @). Fiir die Funktion ¢(n, a) gelten also
Gleichungen der Form:

?(0, @) = «(a)
@ (n + 17 a) = ?('n, @, w(n, a)):
wo o und y rekursive Funktionen sind.
Im Spezialfalle 1. ist
b4 (Ins a, b) = ﬁ (n: a5 Ty, (n, @) (b)! Tyain, a) (b): <o Typin, 0 (b))’

und im Spezialfalle 2.
7 (ns a, b) = ﬁ (n: @, t.l_](-) IB‘. (ni (b)))'

Nun 188t sich die Funktion v (n, a) folgendermafen durch eine primitive
4 8 P
Rekursion definieren:
¥(0, @) = WO = 2@
Pt 1 a) = g o) P00 = p(n, a)-pl{noe o)
y(n, @) ist also rekursiv, und zugleich auch ¢ (n, a), da
@ (n, @) = @, (p (n,a)).
Die Wertverlaufsrekursion 148t sich also tatsichlich allgemein auf
primitive Rekursionen zuriickfithren.
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§ 2.
Die eingeschachtelte Rekursion.

13, In diesem Paragraphen werde ich beweisen, dal eine eingeschach-
telte Rekursion
(0,0) = a(a)
(D) 4

‘P (n + 13 a’) = gb (I%, a, §0 (na b));

wobei « und die in den Term g,(n,a, ¢ (n,a)) eingehenden Funktionen
rekursiv sind, ebenfalls zu einer rekursiven Funktion fiihrt.

Zu diesem Zweck ist es zunichst notig, die Struktur des Terms
s (7, @, @ (n, b)) niiher zu analysieren, um die allgemeine Form der Defi-
nition (D)) explizit aufschreiben zu kénnen.

Zum Aufbau eines Terms der Art g,(n, a, ¢ (n, b)) geht man von
den rekursiven Funktionen aus, die ich auch als ,,Terme nullter Ord-
nung* bezeichnen werde. Setzt man eine rekursive Funktion fiir b in
¢ (n, b) ein, so entsteht ein ,Term erster Ordnung®; auch jede rekursive
Funktion von n, a und beliebig vielen solchen Termen gilt als Term erster
Ordnung. Mit diesen verfihrt man analog, um Terme zweiter Ordnung
zu bilden und so fort. Allgemein: es sei der Begriff eines Terms erster,
zweiter, ..., m-ter Ordnung bereits definiert; dann bezeichne ich als
Term m + 1-ter Ordnung eine rekursive Funktion von n,a und beliebig
vielen Ausdriicken, die durch Kinsetzung von Termen héchstens m-ter
Ordnung — von denen aber wenigstens einer genau m-ter Ordnung sein
soll — fiir b in @(n, b) entstehen. Nun kann g,(n, a, ¢ (n, b)) in (D))
ein Term von beliebiger (natiirlich endlicher) Ordnung sein.

Die beim Aufbau von g = g, (n, a, ¢ (n, b)) auftretenden Terme von
niedrigerer Ordnung, die also in g als zweite Argumente von ¢ figurieren,
nenne ich die ,,Bausteine* von g. Die Bausteine dieser Bausteine sind
ebenfalls Bausteine von.g. Ein jeder Term g hat die Form

ﬂ (n, a, ¢ (n, g,)a 4 (’n: Q"), e @ (%, g(k)))’

wobei ¢, g",...,g® einige der Bausteine von g (seine ,,unmittelbaren
Bausteine”) sind.

Ordnen wir alle Bausteine von g, auch g selbst hinzngenommen, nach
wachsender Ordnungszahl (diejenigen mit gleicher Ordnungszahl beliebig,
etwa in der Ordnung, die ihre ersten Auftrittstellen in g besitzen). Die
so entstandene Folge sei

b,3 b”’ re® I)([)'

Dann ist gewi ' von nullter Ordnung, also i’ = B, (%, a), wobei f; eine
rekursive Funktion ist; ferner ist g = §®. Die Bausteine eines be-
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liebigen H®, darunter auch die unmittelbaren, stehen in der obigen Folge
vor h®; daber besitzt nach der obigen Bemerkung §® die Form:

B = Bi(n, a, 90, 590), g (n, ), ..., p (n, o)),

mit 5 >> 4y, by - - 9 = 1, wobei die B, rekursive Funktionen sind. Der
einfacheren und einheitlichen Schreibweise halber erweitern wir g,, falls
notig, durch fiktive Variable (vgl. Fubnote ”)) derart, daB hier samtlicke
@ mit 5 <4 vorkommen. Dann a8t sich die Struktur von g folgender-
maBen aufschreiben:

ng (n, @, @(n, b)) = fi(n, a, g (n, H¢=V), g (n, =), ..., p(n, b)),
lwo]oei fire=12...,1—1

HO = Bi(n, @, ¢ (n, H970), @ (n, B*=9), .., ¢ (n, })).

Nennt man noch g (n, h®) = ¢, (n, ), so kann man also der Definition
(D,) die folgende explizite Form geben:

¢ (0, a) = o(a)

(P(% +1, 0;) = ﬂl (%, s Pr—1 ('n: a): (Pl—ﬁ(": a): ey @y (n: Cl)),
(Do) | wobei fiir ¢ =1,2,...,0—1

@i(n, a) = @(n,B:(n, a0, @1 (m, @), gr_5(n, ), ..., @y (n, @),
und «, B, By, - - - Bi rekursive Funktionen sind.

14, Nun werde ich die Definition (D,) Schritt fiir Schritt auf immer
einfachere und iibersichtlichere Spezialfille zuriickfithren, bis ich in einem
verhaltnismiBig einfachen Spezialfall den rekursiven Charakter der defi-
pierten Funktion beweisen kann. Zunschst JaBt sich die allgemeine Defi-
nition (D,) in zwei Schritten auf ihren Spezialfall I = 3 zuriickfithren.

Der erste Schritt ist die ,,Auflésung® der Rekursion: Von dem be-
kannten Werte ¢ (0, a) ausgehend werden die Werte ¢ (1, a), @ (2, a), ...
sukzessiv aufgebaut; die zwischendurch auftretenden Ausdriicke werden als
nacheinander angenommene Werte einer Funktion y (n, a) betrachtet; dann
158t sich diese Funktion o (n, @) durch den genannten Spezialfall der
Definition (D,) definieren. Und man geht von ¢ (n, @) durch Einsetzen
einer rekursiven Funktion zu ¢ (n, @) iber.

Sei

p(0,0) = ¢(0,a) = «{a).
Zum Aufbau von ¢ (1, a) sind die Werte ¢, (0, a), ¢,(0, @), ..., @1—1(0,0)
notwendig. Diese lassen sich folgendermafien sukzessiv aufbauen: sei

¥ (1,0) = . (0, a) = 14 (O’ 131 (0, “)) =y ©, ﬂl ©, a)):
¥ (2, 8) =, (0,a) = ¢ (0, 5, (0,0, 9, (0,2)) = ¥ (0, B, (0, @, v (L, a))),

.......................................
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allgemein fiir 4 = 1,2,...,1—1 v (3, @) = @, (0, a), also zuletzt

p(—10) =g _,(0,a) =9(0,4—1(0,a, gi_s(0,), pi—s (0, ), .-, 9, (0, @)))
= 9 (0,3 (0,0, p (1 —2,0), p(1—3,0), ..., yp(1,a),

und aus diesen ergibt sich ¢ (1, @) derart:

p¢ao)=¢(le) =400 0_,(0,a), g_s(0a), ... ¢, (0,0)
=6 (0,a,p(l—1ea), p(l—2a),... v(la)
@ (1,2) wurde so in I Schritten aufgebaut. Entsprechend lassen

sich der Reihe nach ¢ (2, a), ¢ (3, a), usw. in je ! Schritten aufbauen.
Diese Schritte entsprechen den weiteren Werten

y(l+La), pl+24a),..., v@La); p@i+La), p@l+2a) ...
v (3La); ..

der Funktion 4 (n,a). Diese Funktion laBt sich also folgendermafBien
definieren:

a) Sei zuniichst » von Null verschieden und durch ! teilbar, d. h.
n=(d+1)-1; dann ist
L4 ("" a’) =@ (d' +1, a’) = lgl (d: @, QPi—1 (d’ a)’ Pi—a (d: @)y -o0s Py (d’ a’))

=8 (da pym—1,a), p(n—2,a) ..., pyn—14+1,a).

b) Sei nun n=d-l4 7, wo 0 <7 <l; dann ist y (u, a) der r-te
Wert, der im Aufbau von ¢ (d -+ 1, @) auftritt, also analog zu dem bis-
herigen

L' ('n: “) = @r (d, a) = ?(d, ﬂr (d, @, Qr—y (d, @), Pr—sg (d, a), ... U2 (d» a’)))
=9 (dl: ﬁr (d’ a,y;(n—-l,a), 1/’(”““2,“), LR ‘!/)(%—T—l— 1,0;))).

Im Falle a) ist d = [7;];1,
im Falle b) ist d = ["—;] und 7 = g (n, I).

Um noch die Falle r = 1,2, ..., I — 1 in eine Formel zusammenzufassen,
definieren. wir eine Funktion 8 (m, n, @, b,, ..., bi_,) wie folgt:

0, falls o(m, 1) = 0,
B, (n, @), falls p (m, 1) = 1,
B (m, n, @by, ... b_s) =1 B n a b), falls g (m, 1) = 2,

ﬂl—l(n,a,bl—2sbl—3,~- 1) fa’HSQ(m l)-—z—l
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Demnach 148t sich ¢ (n, @) folgendermaBen definieren, wenn man
noch bedenkt, dafl sich die Tatsache, daB » 4 1 durch ! teilbar ist, durch
#(n+1, 1) = 0 ausdriicken 146t (siehe Nr. 10):

p (0, ) = « (a)
p+la)=8@m+10)

(D) .,,,([”“] LB (n+1, 23 +1 Japma),pmt,0),.... p-=143, 0))

Aus der inhaltlichen Definition der Funktion y geht hervor, dall
P (n,a) = p(n-l,a)

besteht. Is bietet keine Schwierigkeiten, das Bestehen dieser Gleichung
auf Grund der Definition (D);) formal zu verifizieren. Dsaher entsteht
@ (n, @) aus der Funktion ¢ (n, a) durch Einsetzen einer rekursiven
Funktion.

16. In der Definition (D;) wird y (n + 1, @) nicht nur mit Hilfe von
p (n, ), sondern mit Verwendung von mehreren der Werte ¢ (0, .),
v(l,.), ..., w(n,.) definiert; diese Definition kann also als eine ein-
geschachtelte Wertverlaufsrekursion aufgefaflt werden. Der zweite Schritt
bei der Zuriickfithrung von (D,) auf seinen Spezialfall I = 3 ist die Zuriick-
fithrung dieser Wertverlaufsrekursion auf eine gewdhnliche eingeschachtelte
Rekursion. Diese Zuriickfiihrung geschicht genau so wie im Falle, wo
keine Einschachtelung vorliegt.

Zur Charakterisierung des Wertverlaufs von o verwende ich auch hier
die Wertverlaufsfunktion

Y (n, a)-

E(ma)=p5 " Pl .. Pa
Durch diese stellt sich y (k, @) dar mittels der fiir k¥ << n bestehenden
Gleichung

(0, @) wit, @}

p (k, a) = m, (& (n, a)).

&(n 41, a) 1a6t sich ausdriicken, wie folgt:
Ent+l,a)=&®,0) Pat

9 (n + 1, @) ist aber nach (D) mit Hilfe von & (n 41, 1)+ 1;:([ +1 -1, w),

sowie von y (n, @), w (n—=—1,0), ..., ¢ (n—=143,a), p (n—l+2, a) de-
finiert, und diese lassen sich durch Verwendung der Wertverlaufsfunktion
der Reihe nach ausdriicken wie folgt:

'!9(% + 17 Z) : n["}_“_‘_}] Z(E (%: d/)),
1
T (£ (1, @), Ty (€ (1, 0)), ..., Tuzivs (€ (7 a), Tnziga (E(n, a)).

P + 1, a)

4500+ L0 6 (] 1 8 vt a), p 01, a), .., p (0142, 9)).
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Wenn man also, um einen besseren Uberblick zu haben, folgende

Bezeichnungen einfiihrt:

) = n+1

¥ (n’ a, b) - ﬁ(n + 1’ [_T_'], @y Ty (b)s R =1 (b): ceny Wpgrs (b))
und

Y (na,b,0) =9 (n+ 1, D aey O
e B
]
+@Ie+ 1L 0-4([2F] - La m @) - Tziea B)
(es ist klar, daB y und ¢’ rekursive Funktionen sind), so ist nach (D)
pn+1l,a) =9’ (n, a, £ (n, a), E(n, y (n, a, &(n, a)))).

Sei noch

7, (, @, b, ¢) = b.pl H=%,
go ist
fnt+lLay=1y, (n, a, & (n,a), £(n,y (n,0,§ (n, a))))o
Wenn man noch beachtet, daf
§(0, a) =p{ " =27

auch rekursiv ist, so sieht man, daB sich £ (n, a) durch eine Rekursion
von der Form (D,) definieren 148t, worin I = 3 ist.

Aus dieser Funktion & (#, a) entsteht y (n, ) dadurch, daf man sie
in eine Leerstelle einer rekursiven Funktion einsetzt; es ist nimlich

» (n, a) = =, (¢ (n, a)).

Man kann sich also auf eingeschachtelte Rekursionen der folgenden
Form beschrinken (statt & (n, a) setze ich wieder ¢ (n, a), statt 2@ wieder
« () und statt y, wieder f):

D % (0, 0) = o (a)
®J g+ 1,0 = B(nagma),e(snymaem ),

wo o, B, y rekursive Funktionen sind.
16. Die Definition (D,) fiihre ich endlich auf primitive Rekursionen

zuriick.
Das Verfahren) ist sehr &hnlich demjenigen, mit welchem die De-

finition (D,) auf ihren Spezialfall I = 3 zuriickgeftihrt wurde: ich baue
den Wert ¢ (n, o) sukzessiv aus ¢ (0,9), ¢ (1,a), ¢(2,4), ... auf, und io}*

1) Im einfachsten Spezialfall von (D,), wo keine eingeschachtelten Funk-
tionswerte vorkommen (z. B. falls p (n+La)=F(n e ¢ {5 M® a)))), gelangt

man viel einfacher zum-Ziel.
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betrachte die dazwischen auftretenden Werte als fir n = 1,2, 3 ... an-
genommene Werte einer Funktion (%, @). Doch darf ich jetzt — damit
p(n, @) nicht wieder durch eingeschachtelte frithere Werte ausgedriickt

wird — die Substitution ¢ (n, y (n, @, @ (», @))) nicht in einem Schritte
durchfiihren; deshalb substituiere ich y (n, @, ¢ (n, @)) sukzessiv in y (1, a),
v(2,a), ..., endlich in ¢ (n, a) an Stelle von ). Ferner wird die ein-
heitliche Behandlung erleichtert, wenn man von p (0, a¢) =a ausgeht,
Sei demnach

p(0,0) = a,

p(l,a) = 9(0,a) =« (a) =« ("/} (0, a))’

¥ (2, a) = 7 (0’ G, @ (0, “)) =y (0: ¥ (O: a), Y (1, a))’

v 3. a) = ¢ (0,7 (0,8, ¢ (0,a) = « (v (2 a)),

v(&0) =9(,0) =p(0,a,90,a, 907 (00 ¢ 0a))

= f (0: (0,0}, w(l,4), v (3 “))‘

Bisher hat die Substitution' noch keine Schwierigkeiten verursacht.
Doch bauen wir jetzt, von ¢ (4, @) = ¢ (1, a) ausgehend, den Wert ¢ (2, a)
auf. Sei

p&,a) =y (La @(l,a) =y (L p(0a), p(4 )
Wollte ich dies in einem Schritt an Stelle von @ in ¢ (1, a) substituieren,
so miifite ich y (6, a) definieren wie folgt:

(6, a) =g (1: y (1’ e, (1, a’))) =Y (4’ v (5, a))’

v (n, a) wire also wieder aus eingeschachtelten fritheren Werten definiert,
Ich filhre deshalb die Substitution in mehreren Schritten durch., Sei

p(6,0) = p (L, v (5,a)) = «(y (5,a),

y(7.0) = 9 (2 v (5, a) =y (0, v (5, a), v a),

p@8,a)=1vp(3 v’ a) =aly( a),

p(9.e)=1y (4» v (5, a)) = g (0: v (5,8), p(6,0a), p (8 a’))s
und damit ist die Substitution geschehen; sei endlich

p(10,0) = ¢ 2,0) =B (Lo ¢ (La), ¢ (L7 (La, (1 a)))
=‘ ﬂ (1: Y (0: a’) (4 (4: a)s ¥ (9: a’))
Dieses Verfahren 188t .sich antomatisch fortsetzen. Sei allgemein
y(n +1,a) der y, (n 4 1)-te Wert bei der Herstellung von ¢ (u(n 4 1), a)

12) Diese Methode hatte man auch unmitelbar auf die Definition (D,) an-
wenden konnen, das Verfahren wire aber wegen technischer Schwierigheiten un-
iibersichtlich gewesen. Die bisherigen Reduktionen dienen eigentlich blo8 zur be-
zeichnungstechnischen Vereinfachung.
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und @ (n, @) = p(v(n),a), so definiere ich yp(n, a) fir n =1 wie
folgt:
v(r+1la)=y(n+1) -1, 90, a), yn a), fals g, (n+1) =1,
ym+1la) =fumr-+1)—1, ¢(0,a), "/)(n‘l" 1—p(n+1)a), W(”’:a))’
falls , (n+1) = v(u(n+ 1) — »(u(n+1) — 1),

und sonst wird y(n - 1, @) so aufgebaut, daB der erste Ausdruck,
der bei der Herstellung von ¢ (u(n + 1), @) auftritt, nimlich
(v (u(m+ 1) — 1) + 1, a), substitniert wird, d. h. dieser wird erst selber
aufgeschrieben, dann der Reihe nach in ¢ (1, @), v (2, @), ... an Stelle von a
substituiert; der s, (n -+ 1)-te unter den hier auftretenden Werten von ¢ wird
also eben derjenige sein, in welchem die Substitution in ¢ (u, (n 4+ 1) —1, a)
durchgefiihrt ist. Demnach muB ¢ (n + 1, a), falls es weder der erste
noch der letzte der Werte ist, die ¢(u(n+ 1), ) aufbauen, folgender-
mafen definjert werden:

y(r+1la) =g+ —1L p@EE+1)~1)+1,a)

Hiermit ergibt sich zunichst .noch eine eingeschachtelte Rekursion.
Ich werde diese aber auf eine nicht eingeschachtelte Wertverlaufsrekursion
zuriickfithren,

19, Zuvor muB ich erst die eingeschachtelte Rekursion, die vorliufig
nur inhaltlich angegeben ist, wirklich aufstellen.

Beim Aufbau von

pm+1,a) =B (n, a, p(n,a), ¢ (n: V(n’ a, @ (n, “))))

tritt erst

p(v(m) +1, 0) =y (n, a, ¢p(n a)) = y(n (0, a), p(v(n), a))
auf, dann ist dieses zur Bildung von ¢ (n,y(n, e, ¢(n, @), d.h.

v(v(), v(v(®) + 1, a)) sukzessiv in (1, a), p(2, 4), ..., p(»(n), @) an
Stelle von @ zu substituieren, und das bedeutet »(n) Schritte; somit
wird fir k=1, 2, ..., v(n)

p) + 14k a) = (& p(v()+1,0)
insbesondere
w(»(n) + 14 »(n), a)y =y (v(n), py(@) + 1, a));
endlich hat man
v +1+vm) +La)=yp (2 r@m) +20) = pn+1,0)
= ﬂ(?’b, 1/’(03 @), "P(v(n): (Z), 1/’(2 <v(n) + 1:“))
zu setzen. Demnach laBt sich die Funktion »(n), fiir welche ¢ (, a;)
= (v (n), a) ist, durch die folgende Rekursion definieren:
v(0) =1
y{in+1) = 2.v(n) + 2,



Begriff der rekursiven Funktion. 629

und somit ist — wie man durch vollstindige Induktion findet —
y(n) = 3.2% —2
und
v(n4 1) — v(n) = 3.2%,
4 (n) 1aBt sich folgendermaBen definieren: u (n) ist die kleinste Zahl ¢,
fiir welche v (¢) = » ist. Wird also x, (n, a, b) folgendermaBen definiert:

J 0, falls »(0) = a, das heiBt a < 1,
. 0, falls v(n) < @,
#1(n 8, b) = n, falls v(n) = 0 &b =0&a > 1,
b sonst;
ist ferner
1,0, &) = 0,
Mn+l,a) = xu(n+1,a &(n, a),
so ist, falls »(n) = a, 4, (n, o) die kleinste Zahl 7 unter n, fiir welche
»(#) = a. Da nun jedenfalls y (r) = n ist, so ist
p(n) = 4 (n, n).
Ferner kann u, (n) definiert werden wie folgt:
pfn) =1 falls s < 1,
py (m) = n— v(u(n)-=—1), falls n = 2.

In der Definition von u, (n) bedeutet das Zeichen —— einfach sub-
trahieren; denn nach der Definition von u(n) ist fir » == 2 u(n) = 1
und n > v (u(n) — 1).

GemélB diesen Definitioneun ist fiir n == 2

1< () Sv{e() —v(pln) — 1) = 3- 2001,
ferner sind »(n), p(n), u, (») rekursive Funktionen. Mit Verwendung
dieser Funktionen kann man ¢ (n, a) folgendermafen definieren:

1/)(09 a) = a,
p (1, a) = a(y (0, a)),
und fiir » >0

(D)1 ¥+ La)=y(un+ 1) =1, 9(0,a), p(na) falls p, (n +1) =1,

w(n+1,0) =g (un+ 1)—1, 9(0,8), p(r+1—pu, (n+1), a), p(n, a),
falls u, (n +1) = 3.2¢0+D—1,

p(+1,a) = p(p(n+1)—1, 9(r(s e+ 1)— 1)+ 1, a)) sonst.

18. Nun wird der Ubergang zu einer nicht-eingeschachtelten Wert-
verlaufsrekursion vollzogen. Hierzu muB ich zuerst einige Hilfsfunktionen
rekursiv definieren.
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Es sei  (¢y), falls ¢ = 0,
I A (AR falls ¢ = 1,

1008y 0150 0) =1 gy o o o), falls ¢ = 2,

0, falls ¢ = 3;

diese Funktion wird zur Zusammenfassung der Funktionen o, § und y

dienen. Ferner sei
0, fals <1,

1, falls n=2& u, (n) =1,
2, falls n=2¢& u,(n) = 3.26M=1
% (u, (n) —1) sonst.

x(n) =

%(n) ist also 0, 1 oder 2, je nachdem w(n, o) durch eine Substitution
in «, ¥ oder § entstanden ist; x (0) kénnte man nach Belicben definieren.
Endlich sei

Aln) = {#(%)—:—-1, falls p,(n) = 1, oder u,(n) = 3.2rm=1,
A{py (n)—=1) sonst,
und (1) = { n, falls Hy (n) = 1, oder Uy (n) = 3.2um=1
A e (14, (m) —1) sonst,

1, falls p,(n) =1
Ty (n) = ( 3.20m=1 falls u, (n) = 3.24001,
7o (1, (n) = 1) sonst;

diese Funktionen werden dazu dienen, um im Falle » (n) = 1 oder
#(n) = 2 die Ausdriicke aufzustellen, die zur Bildung von ¢ (n, @) in y»
bzw. § einzusetzen sind.

Es ist leicht einzusehen, daB nach diesen Definitionen fiir n &= ¢
0 <1, (n), 15(n) < n besteht. (Denn fiir n = 1 bestehen diese Un-
gleichungen, da g, (1) = 1 ist, und aus der Annahme, dal sie schon fiir
kleinere Argumente als n bestehen, kann man leicht das Bestehen fiir n
folgern.)

¢, %, A, Ty T, 8ind ihren Definitionen nach alle rekursive Funktionen.
Nunmehr werde ich beweisen, daB die Funktion £(n, @), die sich mit
ihrer Hilfe durch die Rekursion

£(0,a) =a
(D) ém+1, a) = L(x(’n-{— ), An-+1), §(n+ 17 (n41),a),
E(n+1-1,(n+1),a), E(n, a))

definieren 1B8t, mit der Funktion.y (n, @) identisch ist. (D,) ist schon
éine nicht-eingeschachtelte Wertverlaufsrekursion, da nach der vorigen
Bemerkung v, (n+ 1) == 0, 7,(n 4+ 1) &= 0.

19. Erstens ist evident, daf

£(0, a) = (0, a).
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Ferner ist, wegen
2(1) =0 und .(0, b, c,, ¢, ¢5) = afecy),
£, a0) = a(£(0, @) = afa) = y(L, a),
£(1, a) = w(l, a).
Aus der Annahme: fiir : < n, n = 1 sei schon
£ a) = y(i, @)

das heift:

bewiesen, kann man auf
f(n'l”]-s a) = ’l})('ﬂ+1, a’)
schlieBen wie folgt:
a) Sei zundchst g, (» 4+ 1) = 1. Dann ist
xn+1)=1; (L, b¢,0,¢) =2 e,¢); An+1)=pum+1)—1;
L+l =n+1,

also
Em+1l,a) =y(pr+1)—1, p(0, a), p(n, 0)) = p(rn+1, a), q.e.d.
b) Sei nun p,(n 4+ 1) = 3-2¢+0-1 Dann ist
w(n+1) =2; 1(2,b¢,6,¢) =f(b,¢,0,6); A(n-+1)=u(n+1)-1;
T,n+1) =n+1und 7,(n+1)=3.200+0"1 = y(n 4 1)K n+1,
also
En+le)=8(unr+1)—19(0,0),p(n+1—um+1)a),pna)
= p(n -1, a), g.e.d.
c) Sei endlich 1 < g, (n+1) <<3.260+0~1 Dann werde zur Ab-

kiirzung n o= v{un+1)—1)+1,

ny = py(m+1)—1
iy g =041
ist. Ferner werde eine Funktion (%, a) durch die Rekursion
X(O, a) = 5(”’1: a)
b+ 1,8) = e(x(k+1), Ak+1), x(b+1=7,(k+1), a)
(b +1=7,(k+1), a), x(k a))
definiert. GemiB dieser Rekursion ist g (k, a) = &(k, & (v, @), da Ja in
der Rekursion (D,) der Parameter & nur als Anfangswert vorkommt.
Andererseits ‘ist nach (D)
Ey+k a) = L(”(”l + k), A(n, + k), 5(”1 +k— 7 (0 + k), a),
E(n, + k& —1,(n, + k), @), E(n, + & — 1,0)).
GemiB der Definition von =y, ny, p und g, ist fir k=1, 2, ..., 7,
ulng+k) =pm+1); g, +B) = +E—r(pnt+1)—1)=k+1,
und daher auf Grund der Voraussetzungen des Falles c)
T< i+ S pn+1) <3 2004070

gesetzt, so dafl
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Also st w(ng + k) = x(p (ny + k)= 1) = % (k)
und entsprechend

Ay + k) = A(k); (0 + k) = 1, (k); 1(n + k) = (k)
folglich fir £k = 1,2, ..., n,
E(n, + k,a) = o (x(k), A(k), &(ny + ]k — 7,(k), @), &E(n, +k — 7,(k), a),

. E(n, + k — 1, a)).

AuBerdem ist E(n, 4 0,a) = &(n,, a). )

Dies bedeutet aber, daB & (n, + k, a), als Funktion von k, fiir
0 £ & < n, denselben Rekursionsgleichungen geniigt, wie y (%, a); also
stimmen die beiden Funktionen insbesondere fiir k = n, iiberein. Somit ist

dn+1,a) = &E(n, + ny, a) = y(ny, a) = &(ny, £(n,, a))
=+ -1 E(rlumn+1) - 1)+ 1,9)),
und hieraus folgt auf Grund der Annabme £(3,a) = y (i, a) fir i < n,
der Voraussetzung von c), und der letzten Gleichung aus {D,):
En+1l,0) = yprn+t1,a), qed
Die Funktion p(n, a) wurde eben derart definiert, da die Gleichung
@ n,a) = p(r(n), a)
bestehe. Das tatsichliche Bestehen dieser Gleichung kann ohne Schwierig-
keiten verifiziert werden. Demnach ist auch
¢n a) = S(‘V (), a)’

und damit ist die Rekursivitit von ¢ (n, @) bewiesen.

20. In Nr. 15 wurde die spezielle eingeschachtelte Wertverlaufsrekursion
(D,) behandelt. Es macht keine Schwierigkeit, mit derselben Methode
auch die allgemeine eingeschachtelte Wertverlaufsrekursion auf eine ge-
wohnliche eingeschachtelte Rekursion zuriickzufihren. v

Im ganzen ergibt sich somit, daB die Klasse der rekursiven Funk~
tionen durch Zulassung der Wertverlaufsrekursion und der eingeschachtelten
Rekursion nicht erwertert wird. —

Zum Schluf spreche ich den Herren P. Bernays (Gottingen) und
L. Kalmér (Szeged) fiir mehrere Vereinfachungen meiner urspriinglicken
Gedankenginge meinen Dank aus; dem letzteren besonders auch dafiir,
daB er meine Aufmerksamkeit auf die rekursiven Funktionen gelenkt hat.

{Eingegangen sm 16. ¢, 1934).

[Zusatz, 21. Septeruber 1934.] Auf Anregung des Herrn L. Kalmér (Szeged)
habe ich den Beweis des §2 weiter vereinfacht, indem ich die kombinatoriachen
Schwierigkeiten mit Hilfe des Satzes von der eindeutigen Primfaktorenzerlegung
der Zahlen umgehe. Der vereinfachte Beweis wird in einer ungarischen Arbeit mit,‘
deutschem Auszug: ,Zur Theorie der rekursiven Funktionen** demn#chst in den
Matematikai és Fizikai Lapek (Budapest} erscheinen.



