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Einleitung. 

I. 

1. Die wichtigste Eigenschaft der Gesamtheit der natfirlichen Zahlen 
ist, dab man fiber eine noch so gro•e Zah] n immer noch um 1 weiter- 
gehen kann. Dieses Um-l-noch-weitergehen bildet daher auch die wichtigste 
Methode der elementaren Zahlentheorie. So beweist man die Behauptungen 
fiber ganze Zahlen im allgemeinen dutch Schlu~ yon n auf n ~-1, und 
man definiert die zahlentheoretischen Funktionen meistens so, dai3 man den 
Funktionswert W ( n ~  1) aus Funktionswerten aufbaut, die an niedrigeren 
Stellen angenommen werden. 

Skolem 1) hat gezeigt, dab sieh die iibliche Arithmetik finiterweise 
-- also ohne Benutzung der Begriffe ,alle" und ,,es gibt" -- aufbauea l~l~t, 
wean man sieh auf diese ,,rekarrierende Denkweise" stiitzt. Die Klasse 
der rekarsiven Funktionen ist demnach ein auch vom Standpunk~ des 
Intuitionismus unanfechtbares Gebiet der Mathematik und enthi~lt alle 
gel~r/iuchlichen Begriffe der Zahlentheorie. 'Es scheint also lohnend, die. 
rekarsiven Funlddonen aueh an und fiir sieh, von den Anwendungen ab- 
gesehen, zu untersuehen. Dies effordert aussehliel~lieh solehe Hilfsmittel~ 
die zu den ersten Elementen der Zahlentheorie gehSren; daher setze ich 
kei~erlei besonde~e Vor]cenntnisse, insbesonclere niehts aus der mathema- 
tischen Logik, voraus. 

2. Die rekarsiven Funktionen warden auch 5frets als Hilfsmittel zu 
verschiedenen Untersuchungen herangezogen, namentlich yon ttilbert 2) 
und Ackermann s) zum Kontinuumprob]em und vor knrzem yon GSdeI ~) 
zu seinen wichtigen Un~ersuehungen fiber die Unbeweisbarkeit gewisser 

1) Th. Skolem, Begriindung der elementaren Arithmetikdurch die rekurrierende 
Denkweise, Videnskapsselskapets Skrifter (Kristiania) I. Mat.-Naturv. KI. (1923), Nr. 6. 

~) D. ttilbert, ~ber das Unendliche, Math. Annalen 95 (1916), S. 161--190. 
s) W. Ackermann, Zum HflbertsehenAufbau der reellen Zahlen, Math. Annalen 

99 (1928), S. 118--133. 
~) K. GSdel, Ober formal unentseheidb~re S~tze der Principia M~thems 

und verwandter Systeme I., ~Ionatshefte fiir Math. und Phys. $8 (1931), S. 173--198. 
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Widerspruchsfreiheitss~itze. Die bei diesen Untersuchungen zugrunde ge- 
Iegten Rekursionsbegriffe zeigen gewisse Abweichungen voneinander. 

3. Der Begriff der Rekursion l ~ t  sich anf viele verschiedene Weisen 
abgrenzen. Ich beschr~nke reich im folgenden auf solche Rekursionen, 
die zahlen~heoretische Funktionen definieren, nur Zahlenvariablen ent- 
halten und ein wirklicb durehfiihrbares Veffahren zur Bereehnung der 
Funktionswert~ fiir gegebene Zahlenwerte der Argumente liefern. Die 
einfaehste Form einer solehen Rekursion ist ]ene, die GSdel in seiner 
zitierten Arbeit verwendet; diese werde ich im folgendea als ,,primitive 
Rekursion" bezeiehnen. 

Eine einstellige Funktion ~ (n) entsteht dutch primitive Rekursion 
aus einer Konstanten/c und aus einer zweistelligen Funktion fl (a, b), wenn 

(o) = k 
( .  + 1) = # ( . ,  ~ (n)). 

AuGer den Variablen n, nach welcher die Rekursion lauft, kSnnen in 
der Funktion auch andere Variablen als Parameter auf~eten. Allgemein 
werde ich sagen, dab eine r ~ 1-stellige Funktion ~ (n, a z, a 2 . . . . .  a~) dutch 
primitive Rekursion aus der r-stelligen Funktion ~(a ,  a~,. . . ,  a,) und aus 
der r -~ 2-stelligen Funktion fl (n, a~, a2, . . .  a ,  a~+l) entsteht, wenn 

(0 ,  a~ . . . .  , a~) - =  ~ (a~ . . . . .  a , )  

(n -]- 1, a, . . . . .  a,) = fl (n, al, . . . ,  a,, ~o (n, a~,... ,  at)). 

Die primitive Rekursion ist also dadurch eharakterisiert, da~ der 
~unkCionswert an der Stelle n A- 1 yon der Stelle und veto Fu~k~ions- 
weft an der vorangehenden Stelle n, bei unver~nderten Parametera, abhiia~gt. 

Ich betraehte folgende Ve~allgemeine~ungen der pzimitiven Rakumion: 

l. Die Wertverlau]sreIcursion. Diese ist eine Definition, nach welcher 
tier Funktions~ert T ( n ~  1) nicht aus dem unmittelbar vorangehenden 
Weft ~ (n), sondern aus mehreren der vorherigen Werte r (0), ~ (1), .... ~ (n), 
also aus dem vorangehenden Wertverlauf der Funktion aufgebaut wird. 
(Z. B. die rekttrsive Formel yon Euler fiir die S-mine der Teiler yon n, 

bezeiehnet mit a (n): 

wobei i solche positive Zahlen durchl~uft, flit die die vorkommeuden 
Argumente von a nieht negativ sind und statt  a (0) stets n zu se~zen ist.) 

2. Die eingeschachtelte Rekursion. Diese ist eine solehe Definition 
einer mehrstelligen Funktion, bei welcher die Parameter nicht festgehalten 
werden, vielmehr Einsetzungen f ~  sie erfolgen; bier mul~ man zum Auf- 
bau des Funktionswertes r (n ~ 1, a~ . . . . .  at) nicht bloi~ den Funktions- 
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wert ~v (n, al; . . . ,  a~), sondern die Funktion r (n, a~ . . . .  a~), als Funtrtion 
von a~, a~ . . . .  , ar kennen. Eine solche Rekursion hat  die Form 

(0, al, a~ . . . . .  at) ---- ~ (a 1, a s . . . .  , at) 
(n -t- 1, al, a~, . . . ,  a,) = ~blb2... b~ (n, al, a s . . . .  , a~, q (n, bl, b 2 . . . .  , b~)), 

wobei der ,,Term" fblb2.., b~ (n, al, a 2 . . . .  a ,  ~ (n, bl, bj . . . . .  b~)) aus den 
Variablen n,a~ . . . .  ,an,  ferner gewissen schon eingefiihrten rekursiven 
Funktionen und der Funktion q (n, a~ , . . . ,  a~) -- aufgefal]t nur als Funk- 
tion der Argumente a~, . . . ,  a,, d .h .  bei Festhaltung von n in der ersten 
Argamentstelle -- dutch Substitutionen aufgebaut ist~). Eine solche 
Rekursion ist z. B. die bekannte Definition der Binomialkoeffizienten: 

(a ~ 
(n-{-a 1) 

: 11'  falls a ~ - O  
| 0 sonst, 

{ i '  f a l l i a  ~ ! )  
a -  1 + sonst. 

Es kSnnen auf der rechten Seite sogar eingeschachtelte Funktions- 
werte vorkommen, z .B .  

(0, a) = ~r (a) 

(n ~- 1, a) ~-- f l  (n, a, ~ (% 7 (n, a, ~ (n, a)))). 

Diesen Rekursionsbegriff verwendet Hilbert in seiner zitierten Arbeit. 
Bei Hilbert werden zur HersteIlung des Terms auch hShere Funktionen- 
typen zugelassen, deren Argumente nicht nut  natiirliche Zahlen dureh- 
laufen (was fiir seinen Ansatz zum Kontinuumproblem unerliil~lich ist); 
solohe Funktionentypen will ich hier von vornherein aussehliellen. 

3. Die mehr/ache Rekursion - -  im Gegensatz zu der bisherigen ein- 
f a c b e n -  d. h. die gleichzeitige Rekursion nach zwei oder mehreren 
Variablen. 

4. Unter rekursiven Funkt ionen verstehe ich jene, die aus gewissen 
einfachen Ausgangsfunktionen dutch eine endliche Ket te  yon Substitu- 
tionen e) und Rekursionen entstehen. Als Ausgangsfunktionen wahlt man 

5) Der  Index  b 1 b~ . . .  by yon ~ weist darauf bin, dab 

fb~ bl... b~ (n, al . . . . .  or, g (n, b, b~, .. . ,  b 0 ) 
yon der Funkt ion g, und nicht yon den Argumenten b 1, b~, . ;., b r abh~ngt, diese 
dienen vielmehr nur zur Numerierung 'der  , ,freien" Leerstellen yon g, die in f durch 
Einsetzungen , ,gebunden" werden sollen. 

6) S tar t  der allgemeinen Substi tut ion wiirde es geniigen, die Substi tut ion 
yon 1 (und zwar in die erste Leerstelle einer Funktion) zuzulassen. In der Tat ist 
~(~ (a))---~ ~(1.a), falls ~ (n, a) folgendermal3en definiert wird: 

q, (0, a) --~ ~ (a) 
~ ( , , +  1, a) = ~ (q~(n, a)). 

Analogvt gilt aueh flit mehrstelligv Funktionen. 
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zweckmgl~ig die Funktionen 0 und n + 1, die schon bei Peano als die 
Grundbegriffe der Arithmetik (auf die alle fibrigen Begriffe zuriiekgeftihrt 
werden) dienen. 

Man kSnnte glauben, dal3 die rekursiven Funlrgionen bei versohiedener 
Wahl des Rekursionsbegriffs verschiedene Klassen yon zahlentheoretisohen 
Funktionen bilden; die engste, wenn nut die primitive Rekursion zugelassen 
~ird (es ist trivial, dal~ die iibrigen Rekursionen diese als Spezialfall ent- 
halten). Ieh werde abet beweisen, dal~ die Hinzunahme der Rekursionen 
1. und 2. die Klasse der durch primitiven Rekursionen definierten rekur- 
siren Funktionen nicht erweitert. Man kann sogar zur selben Klasse aueh 
so gelangen, dal~ man nur die einfaehste primitive Rekursion, yon der 
Form 

(o) = 1 
(n + 1) = # (n, (n)) 

zul~il~t, worin keine Parameter vorkommen, dafiir aber auch noeh einige 
zweistellige Funktionen als Ausgangsfunk~ionen hinzunimmt. 

Dal~ die mehrfache Rekursion dagegen aus dieser Klasse hinausftlhrt, 
hat Aekermann in seiner zitierten Arbeit bewiesen. Sein Beweis l ~ t  sieh 
dutch die eben angedeuteten Resultate wesen~lieh vereinfachen. 

AuI die mehrfache Rekursion will ieh in einer sp~teren Arbeit zuriiek- 
kommen; in derselben werde ich auch die Behauptung beweisen, dal] 
man sich auf Rekursionen ohne Parameter besehr~nken kaun. 

II. 

5. Von jetzt an werde ich nut jene Funlr~ionen rekursiv nennen ,  die 
aus den Ausgangsfunktionen 0 und ~ + 1 dutch eine endliche Kette yon 
Substitutionen und ?rimitiven Rekmrsionen entstehen. Bekanntlich sind 
n, a - ~  n, a . n ,  a% n! rekursive FunktionenT). Von Skolem 1) and sparer 
unabhiingig yon ibm von GSdel 4) wurde yon einem grol]ea Teile der 
zahlentheoretischen Funktionen bewiesen, dal3 sie in diesem Sinne rekursiv 
sind. Ich setze die Kenntnis dieser Arbeiten nioht voraus, daher werde 
ich flit die Funktionen, deren Rekursivit~t ioh benutze, je eine rekatrsive 
Definition angeben. 

6. Erstens ist es Mar, dab saint a + n  und a . n  auch die mehr- 
gliedrige Summe und auch das Produkt yon mehreren Faktoren: 

~) Oenau genommen muJ~ man, um a-~-n und a .  n definieren zu k6nnen,  
auch die triviale Operation der Vergr~l]erung der Anzahl der Leerstellen einer l~unk- 
~ion dutch Hinzunahme yon ,,fiktiven" Variabeln, yon denen die l~unktion in 
Wirklichkeit nich~ abh&ng~, zulassen. Besitzt man bereits die 1%nktionen c~ ~ n 
und a. n, so l~J]t sieh diese Operation auf Subs~itutionen zuriickfiihren (n~m]ich 
dareh Addition der NuUfaehen der fik~iven Variablen zur ~ragliehen Funktion). 
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a , q - a  s-i- . . . - 4 - a t  bzw. a ~ . a  2 . . . a t  rekursiv sind; diese lassen sich 
niimlich aus a - ~  n bzw. a .  n durch Substi tutionen aufbauen. 

Auch das ist leicht einzusehen, dab mi t  a (n, a l , . . . ,  at) zugleich auch 
die Funktionen 

(n,  a l ,  . . . ,  at) = ,~ ~ (i, a 1 . . . .  , at) 

und 

~v (n, al, . . . ,  at) -~ h a (i, a l , . . . ,  at) 
t ~ O  

rekursiv sind; W(n, a 1 . . . .  , a,) liil~t sich z. B. folgendermai~en definieren: 

v 2 (0, a l ,  . . . ,  a t )  : a (O,  a , ,  . . . ,  at) 

~2 (n  ~-  1, a, . . . .  , a , )  ---= a (n  -}- 1, a l ,  . . . ,  a , )  . ~v (n,  a 1 . . . . .  a~). 

7. Unter  a ~"  n verstehe i c h  die Funktion,  welche gleich a -  n ist, 
wenn a > n,  und gleich 0, wenn a ~ n. Der Spezialfall n -=- 1 liillt 
sich durch 

0"---1 = 0  

(hA- 1) "-=1 := n 

definieren, und wenn man diese Funkt ion anwendet, ergibt sich a "--n 
wie folgt: 

a ~ ' O  = a 

a " - - ( n + l )  ---- (a "--n)  "--1. 

a " - -n  is$ also auch rekursiv. Ferner sind sgn  und sgn,  wo 

0, falls n - - - -0  
sgn- -~  1, ,, n ~ 0 

und 

sg n = 0, n # 0, 

ohne weiteres als rekursive Funkt ionen zu erkennen. 

8. Die Funkt ion  [ b ]  liillt sich auch rekursiv definieren. Darunter  

will ieh im Falle b ' =  0 Null verstehen, in jedem anderen Fall  die grSl]te 
a 

in x enthaltene ganze Zahl. 

Es  sei niimlieh 
a = q . b + r  (r < b), 

so ist b ( >  O) in a q - 1  dann and nur dann q q- l-real enthalt~n, wenn 

[a] r = b - - 1 .  Da  nun q----- ~ , also r = a - -  $ ist, ist 

b - ,  = 1) b - a  
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Die Bedingung b -  r = 1 kann also dutch 

ausgedriickt werden. Es ist nun 

s g b . ~  -~1 . b - - ( a H - 1 )  = sonst, 

[a] also liigt sieh ~- definieren wie folgt: 

[ O ] = 0  

Teilung auftretenden ]~est r = ~(a, b) erh~ilt man aus [b]  Den bei der 

Iolgendermai~en: 
___ 

9. G5del nenn~ eine Beziehung zwisohen den Variablen al ,  as ,  . . . .  ar  

rekursiv, wenn es eine rekursive Funktion ~ (al~ a , , . . . ,  a~) gibt, die flit 
solche und nut  solche a~, a s . . . . .  a,  verschwindet, fiir welche die fragliche 
Beziehung besteht. Es sind z. B. a-----b, a ~ b und a <: b rekursive 
Beziehungen, da a = b m i t  (a--" b) + (b "-- a) = 0, a =~ b mit  sg [(a~" b) 
~- (b-:-" a)] -~ 0 und a < b mit (a ~ 1) "-- b ~ 0 gleichbedeutend ist. Ist  
ferner das Bestehen der Beziehungen B 1 (al, a~, . . . ,  at) und B s (a~, a~ . . . . .  at) 
mi~ fl~ ( a ,  a~ . . . . .  at) ---- 0 bzw. ~ (a ,  a s . . . . .  a~) = 0 gleiohbedeutend, wo 
fl~ und fl~ rekursive Funktionen sind, so besteht B~ und B, dann und 
nur dann zu gleicher Zeit, wenn 

fl, (a~, a s . . . . .  a ,)  + fl~ (a~, a~ . . . ,  a , )  ---- 0.  

Wird das gleichzeitige Bestehen yon B~ und Bs symbollsoh dutch B~ & Bs 
ausgedriickt, so ist also diese Beziehung 

B~(a v a ~ , . . . ,  at)& B~(a~, a s , . . . ,  at) 

zugleich mit  B~ und B~ rekursiv. 
Es l~i~t sich auoh die Rekarsivit~t einer aus rekursiven Funktionen 

,,zusammengeflickten" Funk~ion beweisen: Sind 

B~ (a 1, a~, . . . ,  at) ,  Bs (a , ,  a s , . . . ,  at) . . . .  , 

so]the rekursiven Beziehungen, dal3 ftir eine jede 
eine und nut  eine yon ihnen besteht, sind 

B/~ (a 1, a 2, . . . ,  at)  

K o m b i n a t i o n  a~, a , , . . . ,  a t  

ferner o h (a I, a~, ..., at), 
% (a~, a 2, . . . ,  a , ) , . . . ,  ~ (% a~ . . . . .  a~) rekursive Funl~ionen, so ist auoh 
die folgendermal~en definierte Funktion ~0(a~, a~ , . . . ,  a,) rekursiv: 

~1 (al, a2, . -- ,  a,), falls B 1 (al, as, . . . ,  at) besteht, 

tP (al, a~ . . . .  , at) == r (al' a2, . . . .  at), ,, B s (al, a,, . . . ,  at) ,, 
. . . .  . , �9 �9 . �9 �9 �9 �9 �9 . �9 * . �9 . . * �9 , 

~ (al ,  as  . . . .  , at) ,  ,, Bk (al,  a s , . . . ,  a t )  ,, 
~[athematische Annalen. 110. 40 
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Es sei niimlich fl~(al, ag . . . .  , a , )  fiir i = 1, 2 . . . . .  k eine Funktion, die 
dann und nur dann verschwindet, wenn B~ (a 1, a s, . . . ,  a,) besteht, dann ist 

k 

(% a~ . . . .  , a~) = 2:  ~, (% % . . . ,  at)-  sg (fl, ( %  a, . . . . .  a~)): 
i ~ - - 1  

~v (a~, a~ . . . . .  a~) entsteht also dutch Einsetzung aus rekursiven Funktionen. 
Dutch Anwendung der , , z u s a m m e n g e f l i c k t e n  Funkt ion"  ergibt sich 

insbesondere, daft saint a (n ,  at , . . ., a~) auch q (n,  m ,  a~ . . . . .  a~) 
n 

= 2 : a ( i ,  a 1 . . . .  ; a , )  rekursiv ist, indem man diese Funktion folgender- 

mallen erkli~rt: 
I O, falls m > n, 

I Z ~ (i, al . . . . .  a~), falls m ---= 0, 
~(n,  m, al . . . . .  a~) = I~=o 

! n m *...~-I 

| Z a (i, a 1 . . . .  , at)  "-- 2:  ~ (i, a 1 . . . . .  at),  falls 0 < m ~ n. 
~ 1 ; ~ 0  t ~ O  

It  

Xhnlich liillt sich auch / / ~  (i, a 1 . . . .  , a~) definieren. 

10. Mit Hilfe des Vorherigen ist es leicht zu beweisen, dab auch die 
Funktionen 0 (n, a), p ,  und ~ (a) rekursiv sind, wobei 

(n, a ) =  / O' falls n durch a teilbar ist, 
(1 sonst; 

p~ die der GrSl~e nach n-re ungerade Primzahl und ftir n = 0 die 
Zahl 2 bedeutet; und ~tIt (a) fiir a ~= 0 der Exponent yon iv~ in der Prim- 
faktorzerlegung der Zahl a, und flit a = 0 Null ist. 

Es ist niimlich s) 
0 (n, a) = sg q (n, a). 

Um p,  zu definieren, zeige ich erst, dall die (eingliedrige) Beziehung F (n): 
, ,n  ist Primzahl", rekursiv ist. P ( n )  ist niimlich gleichbedeutend damit, 
daft ( n -  1)! ~ dutch n nicht teflbar und n > 1 ist, also mit  

# ( ( n - -  1) !', n) # o & n > L 

Wird nun die Funlction ~v (n, a, b) folgendermallen definiert: 

Is, falls n ~ a, 
q ( n ,  a, b) ~n, falls n > a, F ( n )  besteht, und b = a, 

/b sorer, 

so bedeutet die durch 

~0 (0, a) = a 
v' ('* + L a) = ~ (,~ + 1, a, v' (,t, a)) 

s) Die rokursive Definit ion der Funktionen Pn und ~t n (a) lieBe sich durch An- 
, wendung der Zeiohen der theoretisohen Logik etwas verkiirzen. 
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de~finierte Funktion flit n > a die kleinste Primzahl z~-ischen a (excl.) 
u n d  n (incl.), falls eine solche existiert. Demnach kann T. folgeuder- 
maven  definiert werden: 

To ---- 2 
p.  +, = ~ (p. ! q- 1, p.). 

Se i  endlioh 
tO, falls # (a, p~ + ~) ----- O, 

(n, a, b, c) = In, fails # (a, ~ )  = 0 & ~ (a, p~ + ~) ~: O, 
iv sonst 

u n d  
(o, a, b) = 0 

, p ( n +  l , a , b )  = cp (nq - l , a ,b ,  ,p(n,a,b)), 

dann  bedeutet  ~ (n, a, b) H- 1 den kleinsten derjenigen Exponenten i ~__ n H- 1, 
f i ir  w e l c h e a  durch T~ nicht teilbar ist, falls ein solcher existier~. Dutch 
p~ is$ a, falls a ~= O, gewi$ nicht teilbar, also ist ~) 

~ ,  (a) = v (a, a ,  n). 
Wegen einer spiiteren Anwendung bemerke ich noch, dall beim Auf- 

b a u  der l~unk~ionen a. n, a% p~ und :t, (a) bei festem r aus den Ausgangs- 
funktionen 0 und n + I nut solche Relmrsionen benutzt werden, die ein- 
ode r  zweis~ellige Funktionen definieren. 

III.  

l l .  Im folgenden werde ich dutch Rekursion nut  hSchstens zweistellige 
Funkt ionen  definieren. Das ist keine Einschriinkung der Allgemeinheit; 
denn  in der rekursiven Definition einer mehrstelligen Funktion lassen sieh 

9) Weitere Beispiele rekursiver ~'unktionen, u n d  zwar solche, die eher yore 
GesichCspunkt der Analysis, als der element~ren Zahlentheorie, yon Interesse sind, 
gewinnt  man beim Studium der Funktion r (n) ---- [$-n]  (mit positiv reellem $). 

l~unktion (wegen der Rekursivit~t yon [ b  J )of fenbar  re. Ft~r rationales ~ ist diese 

kurs iv ;  ich babe gezeigt, daft das gleiohe fiir algebraisches ~ zutrifft. Ferner babe 
i c h  bewiesen, dab ~$ (n) dann und nut  dann rekursiv is$, wenn in der (bekanntlich 
s t e t s  existierenden und fitr irrationales ~ eindeutigen) Entwicklung yon ~: 

~ = ~0 + ~ +  E . , + ~ + . . . ,  
(wobei  xo, z~, x~, xs  . . . .  positive ganze Zahlen sind und x~ < n ftir ~ = 1, 2, 3 . . . .  ), x .  
e ine  rekursive Funktion yon n ist. Z .B.  sind wegen 

0 1 1 

e - l =  N +  -t- 7i -t- .. . .  

una [~] rekursive Funktionen yon n. Auf den Beweis dieser Behauptungen, [~. 
d i e  im folgenden nicht benutzt werden, gehe ich bier nichf sin. 

40* 
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jene Variablen, die an der Rekursion nicht teilnehmen, durch eiue einzige 
Variable ersetzen. Wenn nRmlich die Definition yon ~ (n, al, as, . . . ,  at) 

cp (0, a l ,  a~ . . . .  , at) = ~ (a,, a~, . . . ,  at) 

(p (n -~ l, al ,  % ,  . . . ,  at) -~ ~bl b , . . .  b r (n, a l ,  a~ . . . .  , a t ,  q) (n, bt, b 2 . . . . .  b,)) 
ist ~o), so kann man folgende neuen Variablen einfiihren: 

a = p~,-p~ . . .  p~ ,  

b = p , ~ . p ~ , . .  ~ , .  

])ann bekommt man aug der zweistelligen Ftmktion: 

y~ (n, a) = q~ (n,  yt, (a), ~2 (a), . . . ,  r l ,  (a)) 

die urspriingliche r-4-1-stellige dutch Substitution: 

(n,  a~, a 9 . . . .  , a , )  ---- v 2(n, T~t-p~2 . . .  p ~ ) .  

Diese zweistellige Funktion ~(n,  a) lhl~t sich wieder dutch Rekursion 
definieren: es sei 

(a) = c~ (zl (a), ~2 (a), . . . ,  z~r (a)) 
tmd 

g~ (n, a, h (b)) = f ~  b, (n, ~ (~), . . . ,  ~ (~), ~ (p~, p ~  . . .  ~b,)), 
dann ist 

~0 (0, a) ---- ~ (a) 
v 2 (n -4- 1, a) ---- 6a (n, a, ~ (n, b)). 

Naeh einer friiheren Bemerkung sind zum Aufbau der bier verwendeten 
Funktionen z~ (a) und T~ .p~*. . .  Ta~ nut rekursive Definitionen yon 
h6chstens zweistelligen Funktionen notwendig. 

Dasselbe Verfahren liillt sich auch auf die Wertverlaufsrekursion 
anwenden. 

w  

D i e  W e r t v e r l a t d s r e k u r s i o n .  

12. Von Wertverhufsrekursionen gibt es verschiedene Arten. Als 
einfachster Typus einer WertverlaLdsreku~sion kann 

1. ~o (0,  a) = ~ (a) 

(n -}- 1, a) = fl (n, a, ~ (7, (n, a), a), ~ (7~ (n, a), a ) , . . . ,  ~0 (~'k (n, a), a)l 

bezeichnet werden, wobei a, fl, 7,, 7g . . . . .  7k rekursive Funktionen sind 
und flit i =  1 ,2  . . . .  , k  

~'~ (n, a) ~ n. 

Man sieht abet, dab es viel allgemeinere Arten yon Wertverlaufsrekur- 
sionen gibt. So ist z .B .  die in der Einleitung erwi~hnte Eulersche Re- 

~0) Zur Bedeutung des Index b I b 2 . . .  b r yon f, und des sp~ter vorkommendei~;- 
Index b yon  g siehe Fu~note % 
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kursionsformel fiir die Teilersumme nicht yore Typus 1.; ebenso nicht 
die folgende Definition: 

2. ~ (0, a) = ~ (a) 

v(~ + 1, ~) = ~(~, a , / / 8 1  (v(~, a))), 
wo ~, 8, 81 rekursive Funktionen sin& 

Ich werde zeigen, dal~ die Wertverlaufsrekursion in allgemeinem 
Sinne -- also darunter aueh die yore Typus 1. -- auf eiaen dem Typus 2. 
~hnlichen Fall, und dieser auf primitive Rekursionen zuriickfiihrbar ist. 

Sei ~ (n  ~ 1, a) auf irgendeine Weise so definiert, daI3 es rekursiv 
yon vorhergehenden Funktionswerten abh~ngt. Sein Wertverlauf wird 
durch die ,,Wertverlaufsfunktion": 

y~(n, a) .----- p~(o,a).p~(1, a) . . .  p~(n,~) = I - f  -iq~e(~'a) 

vollst~ndig eharakterisiert. Ein ]eder FunkCionswert vor ~ (n + 1, a) 
kommt in der Primfaktorzerlegung yon ~ (n, a) als Exponent einer Prim- 
zahl vor: fiir i ~__ n ist 

V (i, a) = z, (V (n, a)). 

Da nun die Funktion z~(n) rekursiv ist, wird ~ (n  ~- 1, a), das yon 
den Ausdrticken ~(i ,  a) rekursiv abh~ingt, eine rekursive Funktion der 
SteUe und des Wertes y (n, a). Fiir die Funktion ~ (n, a) gelten also 
Gleichungen der Form: 

(0, a) = a (a) 

(n + 1, a) = ~ (n, a, ~ (n, a)), 

wo ~ und y rekursive Funktionen sind. 

Im Spezialfalle 1. ist 

r (n, a,  b) = ~ (n, a, ~r~(~, o) (b), ~r~(,~, o) (b) . . . . .  ~ ( ~ ,  o) (b)), 

und im Spezialfalle 2. 

7 (n, a, b) = fl (n, a, / / f l ,  (z, (b))). 

Nan liil~t sieh die Fanlrtion ~ (n, a) folgenderma~en dutch eine primitive 
Rekursion definieren: 

(0, a) ~- 2~ (~, ") ~- 2 ~ (a) 

~(n  § 1, a) ---- ~(n,  a).  ~,~+~(~+ ~,~) ---- ~ (n, a).~Y(~'~'~ ( " ' ~ ) ) ~ + ~  . 

v2(n, a) ist also rekursiv, and zugleieh auch r (n, a), da 
(n, ~) = ~. (~ (n, ~)). 

Die Wertverlaufsrekursion l~i~t sieh also tats~chlich aUgemein auf 
primitive Rekursionen zuriie~fihren. 
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w 

Die eingeschachtelte Rekursion. 
13. In diesem Paragraphen werde ich beweisen, dab eine eingeschach. 

telte Rekursion 
{~ (o, ~) = ~ (~) 

(D,) ~ (n + 1, a) = g~ (n, a, q (n, b)), 

wobei ~ und die in den Term gb (n, a, ~ (n, a)) eingehenden Funktionen 
rekursiv sind, ebenfalls zu einer rekursiven Funktion fiihrt. 

Zu diesem Zweck ist es zun~chst nStig, die Struktur des Terms 
gb (n, a, ~ (•, b)) n~iher zu analysieren, um die allgemeine Form der Defi- 
nition (D1) explizit aufschreiben zu kSnnen. 

Zum Aufbau eines Terms der Art g~ (n, a, T(n, b)) geht man yon 
den rekursiven Funktionen aus, die ich auch als ,,Terme nnllter Ord- 
nung" bezeichnen wercle. Setzt man eine rekursive Funktion ffir b in 
~(n, b) ein, so entsteht ein ,,Term erster 0rdnung"; auch jede rekursive 
Funktion yon n, a und beliebig vielen solehen Termen gilt als Term erster 
Ordnung. Mit diesen verf~hrt man analog, um Terme zweiter Ordnung 
zu bilden und so fort. AJlgemein: es sei der Begriff eines Terms erster, 
zweiter, . . . ,  m-ter Ordnung bereits definiert; dann bezeichne ich als 
Term m + 1-ter Ordnung eine rekursive F,mktion yon n, a und beliebig 
vielen Ausdriicken, die durch Einsetzung yon Termen h6chstens m-ter 
Ordnung -- yon denen aber wenigstens einer genau m-ter Ordnung sein 
s o l l -  flit b in q(n, b) entstehen. Nun kann gb(n, a, q(n,  b)) in (D1) 
ein Term yon beliebiger (natiirhch endlicher) Ordnung sein. 

Die beim Aufbau yon g = gb (n, a, ~ (n, b)) auftretenden Terme yon 
niedrigerer Ordnung, die also in g als zweite Argume~te yon ~ figurieren, 
nenne ich die ,,Bausteine" yon g. Die Bausteine dieser Bausteine sind 
ebenfalls Bausteine yon .g. Ein jeder Term g hat die Form 

wobei g', g", . . . ,  g(k) einige der Bausteine yon g (seine ,,unmittelbaren 
Bausteine") sind. 

Ordnen wit alle Bausteine yon g, aueh g selbst hinzugenommen, nach 
waehsender Ordnungszahl (diejenigen mit gleicher Ordnungszahl beliebig, 
etwa in der Ordaung, die ihre ersten Auftrittstellen in g besitzen). Die 
so entstandene Folge sei 

~', ~", . . . ,  ~(~. 

Dana ist gewi$ I)' yon nullter Ordnung, also I)' = fi~ (n, a), wobei fil eine 
rekursive Funktion is$; ferner ist g = I)r Die Bausteine eines be- 
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liebigen ~)(o darm~ter auch die unmittelbaren, stehen in der obigen Folge 
vor I)(~); daher besitzt nach der obigen Bemerkung I~(') die Form: 

13 (~) = / ~ ,  (n, a, ~o (n, D~,)), ~o (n, I)(i2)), . . . ,  ~ (n, I)(~k))), 

mit i > i I, i2, . . . ,  i~ 2> 1, wobei die fli rekursive Funktionen sind. Der 
ei~faeheren und einheitlichen Schreibweise halber erweitern wir /5~, falls 
nStig, dutch fiktive Variable (vgl. FuBnote 7)) derart~, dab hier s~mtliche 
D(2 mit j < i vorkommen. Dann 1/iSt sich die Struktur yon fi fo]gender- 
mal]en aufscbreiben: 

/ 9b (n, a, V (n, b)) = /~ t  (n, a, ~v (n, I) (z- 1)), ~ (n, ~)(~- ~)) . . . . .  q (n, D')), 
i wobei fiir i -= 1, 2, . . . ,  1 - -  1 

~(o = ~ (~, a, ~ (~, I)(~- % ~ (n, ~)('- ~) . . . . .  ~ (n, ~) )) 

Nennt man noch ~ (n, I)(~) := q~ (n, a), so ]~ann man also der Definition 
(D1) die folgende explizite Form geben: 

f ~ (o, a) = ~ (a) 
q (n ~- 1, a) ---- fit (n, a, Vz-1 (n, a), ~t_  ~ (n, a), . . . ,  ~0, (n, a)), 

(D~) i wobei ifir i -~ 1, 2, . . . ,  1 -- 1 

/( ~v~ (n, a) = ~o (n,/~, (n, a, qo,_~ (n, a), q~_~ (n, a ) , . . . ,  ~o, (n, a))), 
und ~, fl~, fl~, . . . .  fl~ rekursive Funktionen sin& 

14. Nun werde ieh die Definition (D~) Schritt fiir Schritt auf immer 
einfaehere und iibersichtlichere Spezialfiille zuriickfiihren, bis ich in einem 
verhiiltnismi~l]ig einfachen Spezialfall den rekursiven Charakter der deft- 
nierten Funktion beweisen kann. Zun~ehst liil~t sich die allgemeine Deft- 
nition (D~) in zwei Schritten auf ibren Spezialfall I = 3 zuriiekfiihren. 

Der erste Sehrit, t i s t  die ,,AuflSsung" der Rekursion: Von dem be- 
kannten Werte ~ (0, a) ausgehead werden die Werte ~ (1, a), r (2, a), . . .  
sukzessiv aufgebaut; die zwisehendurch auftretenden Ausdriieke werden als 
nacheinander angenommene Werte einer Funktion y~ (n, a) betrachtet;  dann 
liiSt sieh diese Funktion ~ (n, a) dutch den genannten Spezialfall der 
Definition (D~) definieren. Und man geht yon ~ (n, a) dureh Einsetzen 
einer rekursiven Funl~tion zu q (n, a) fiber. 

Sei 
y~ (0, a) = q(0, a) = ~r (a). 

Zum Aufbau yon ~o (1, a) sincI die Werte r a), q~(O, a) . . . .  , q~t_~(O,a) 
notwendig. Diese lassen sich folgendermaSen sukzessiv aufbauen: sei 

(1, a) = ~ (o, a) = ~ (0, t~ (0, a)) ---- V (0, ;~ (0, a)), 
r (~, a) "~ (0, ~) = ~ (0, ~ (0, a, W (0, a))) = ~ (0, ~ (0, a, ~ (~, a))), 

~ �9 . . . �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 * �9 �9 * �9 �9 , , �9 * �9 . �9 . . �9 �9 �9 . * �9 �9 �9 , �9 , �9 
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allgemein fiix i -~ 1, 2, . . . ,  l --  1 v 2 (i, a) = ~i (0, a), also zuletzt 

V (l --  1, a) = 9~t_1 (0, a) = ~ (0, fit--1 (0, a, ~ol-~ (0, a), r  (0, a) . . . .  , ~o~ (0, a ) ) )  

= ~p (O, /~,_1(0, a , v ( 1 - - 2 ,  a), y J ( l - - 3 ,  a), . . . ,  v 2(1,a)) ) ,  

und aus diesen ergibt sich r (1, a) derart:  

~v (l, a) = T- (1, a) = fit (0, a, ~ _ ,  (0, a), Tt-~ (0, a), . . . ,  q, (0, a)) 

----- fl: (0, a, v 2 (1 -- 1, a), ~ ( 1 -  2, a), . . . ,  ~v (1, a)). 

(1, a) wuxde so in I Schritten aufgebaut. Entsprechead lassen 
sich der Reihe nach r (2, a), ~o (3, a), usw. ia je I Schritten aufbaaen .  
Diese Sehritte entsprechen den weiteren Werten 

~ p ( l + l , a ) ,  v 2 ( l + 2 ,  a ) , . . . ,  ~v(2l, a); ~ v ( 2 / + l , a ) ,  ~ ( 2 / + 2 ,  a ) . . . ,  

(31, a);  . . .  

tier Funkt ioa ~ (n, a). Diese Funkt ioa  l~l~t sich also folgendermaBen 
definieren: 

a) Sei zun~chs t  n yon Null verschieden und dutch l teilbar, d. h. 
n --~ (d -{- 1) �9 l ; d a n a  ist 

(n, a) = ~ (d + 1, a) = f~ (~, a, ~ _ ,  (a, a), ~ _ ,  (~, a) . . . .  , ~ (~, a))  

~ - f l ~ ( d , a ,  ~ ( n - - I , a ) ,  ~ p ( n - - 2 ,  a), . . . ,  v / ( n - - ~ - ~ - l , a )  ). 

b) Sei n u n  n - - - - - d . l + r ,  wo 0 ~ r < ~ l ;  dannis~  ~ ( n , a )  der r - r e  
Weft, der im Aufbau  yon r (d H- I, a) auftritt ,  also analog zu dem bis-  
herigen 

(~, ~) = ~ (d, ~) = ~(~ ,  ~,  (~, ~, ~ ,_~  (~, ~), W - ~  (d, ~) . . . . .  ~ ,  (~, ~ ) ) )  

= V ( d . l ,  fl ,(d, a , y , ( n - - l , a ) ,  ~ ( n - - 2 ,  a ) , . . . ,  ~ ( n - - r +  1 , a ) ) ) .  

im F a l l e b )  ist  d~- [ -~]  und r = ~ ( n , l ) .  

Um nozh die ~ l l e  r ~- 1, 2 . . . .  , l --  1 in eine ~ormel zusammenzu~assen, 
definieren wir e ine  Funktiofl fl (m, n, a, b~, . . . ,  b:_~) wie iolgt: 

0, falls ~ (m, ~) = 0, 
fl~ (n, a), falls q (m, l) ~- 1, 

fl (m, n, a, bz, . . . ,  b~_~) ---- fl~ (n, a, b~), falls q (m, l) ---- 2, 

�9 " " * . . . . . . . .  * . . . . .  m ~  * " " " f l~_~(n,a,b~_~,b:-~ . . . .  ,b~),falls~( ~) = ~  1. 



Begriff tier rekursiven l~nktion. 625 

Demnach l~iBt sich F (n, ~) folgendermal~en definieren, wenn man  
noeh bedenkt, dal~ sieh die Tatsache, dal~ n q- 1 durch I teilbar ist, durch 

(n + 1, l) = 0 ausdriicken ls (siehe Nr. 10) : 

,/, (o,  a)  = oc (,z) 

(n + 1, a) = ~ ( n  + 1, l) 

Aus der inhalthchen Definition der Funktion ~ geht hervor, dab 

(n, a) = ~ (n.  l, a) 

bes~eht. Es bietet  keine Schwierigkeiten, das Bestehen dieser Gleiohung 
auf Grund der Definition (Ds) formal zu verifizieren. Daher ents teht  

(n, a) aus der Funkt ion ~p (n, a) durch Eins6tzen einer rekttrsiven 
Funktion. 

15. In  der Definition (Ds) wird ~ (n ~- 1, a) nicht nur  mi t  Hills yon 
(n, .), sondern ,nit u  yon m6hreren der Werte ~ (0, .), 

~a (1, . ) , . . . ,  ~v (n, .) definiert; diese Definition kann also sis sine ein- 
geschachtelte Wertverlaufsrekursion aufgefaBt werden. Der zweite Sohrit% 
bei der Zuriickfiihrung yon (D~) auf seinen Spezialfall I = 3 ist die Zuriick- 
fii_hrung dieser Wertverlaufsrekursion auI sine gewfhnliche eingeschaohtelte 
Rekursion. Diese Zuriicldiihrung geschieht genau so wie im Falls, wo 
keine Einschachtelung vorliegt. 

Zur Charakterisierung des WertverIaufs yon ~ verwende ioh auch bier 
die Wertverlaufsfunktion 

Durch diese stellt sich ~ (k, a) dar mittels der flit k ~___ ~ bestehenclen 
Gleichung 

~k, a)  = ~ (~ (~, ~)). 

(n + 1, a) l~il~t sich ausdriicken, wie folgt: 

(~ + 1, a) = ~: (~,' ~)" �9 '~.--~("+, + ~' ,o 

sowie yon ~ (n, a), ~ (n "-- 1, a) . . . . .  v2 in --" l + S, a), ~ (~t '--  l + 2, a) de- 
finiert, und diese lassen sieh dureh Vsrwendung der Wertverlaufsfmal~on 
der Reihe nach ausdriicken wie folg~: 

a ( ,  + x, ~). =[.C~l.,(~ (,, ,~)); 
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Wenn man also, u m  e inen  besseren Oberblick zu haben, folgende 
Bezeichnungen einfiihrt: 

und 

' = ~ (c) (n,a,b,c) v~(n-~ - 1, 1).zt  I 
I. 

(es ist Idar, da~ y und 7' rekursive Funktionen sind), so ist nach (D,) 

~ (n-I- 1, a) -~ }," (n,a,~(n,a),~(n,~,(n,a,~(n,a)))). 
Sei nooh 

r~ (n ,  a ,  b, c) ~ -~' (~' ~' ~' ~) 
so ist 

Wenn man noch beachtet, daJ~ 

( 0 ,  a )  = p o  ~'(~ = 2 ~ < ~  

auch rekursiv ist, so s i eh t  m a n ,  dab sieh $ (n, a) durch sine Relmrsion 
yon der ]~orm (D~) deliniere~ l~Bt, worin ~ -=-- 3 ist. 

Aus diesez Funktion ~ (~, a) entsteht ~# (~, a) dadurch, dab man sis 
in eine LeersteIle einer rekursiven Funktion einsetzt; es ist n~mlich 

(m a) = =~ (~ (n, a)). 

Man kann sioh also a u f  eingeschachtelte Rekursionen der folgenden 
:Form beschrRnken (s ta t t  ~ (~t, a) setze ich wieder r (n, a), start 2 ~(a) wieder 

0c (a) und start 71 wieder fl): 

{ r (o, ~) = ~ (~) 
(D,) 

wo ~, fl, Y rekursive ~unktionen sind. 
16. Die Definition (D,) fiihre ich endlich au( primitive Rekursionea 

zuriick. 
]:)as Veffahren u) ist sehr iihnlich demjenigen, mit welchem die D~ 

finition (Ds) auf ihren Spezialfall I-~ 3 zur~r wurde: ich baue 
den Wef t  ~p (n, a) sukzessiv a u s  ~/, (0, a), ~ (1, a), (p (2, a), . . .  auf, und ich 

11) Im einfaohsten Spezialft~tl yon (D,), wo keine einge~ohamhtelten l~,,It. 

tionswerte vorkommen (z. B. fa lls ~ (v, ~- I, q,) --  ~ (w, a, ~p (!% ,/(~, a)))), ~l~It~ 
man viel eiulacher zum Ziel. 
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betrachte die dazwischen auftretenden Werte als ffir n = 1, 2, 3 . . .  an- 
genommene Werte einer Funktion ~ (n, a). Doch daft ich jetzt -- damit 

(n, a) nicht wieder dutch eingeschachtelte friihere Werte ausgedriickt 

wird - -  die Substitution q (n, 7 (n, a, ~o (n, a))) nicht in einem Schritte 

durchfiihren; deshalb substituiere ich y (n, a, ~0 (n, a)) sukzessiv in ~ (1, a), 
(2, a), . . . ,  endlich in ~ (n, a) an Stelle yon all). Ferner wird die ein- 

heitliche Behandlung erleichtert, wenn man von ~ (0, a ) =  a ausgeht. 
Sei demnach 

(0, a) ---- a, 

( i ,  ~) = ~ (o, ~) = ~ (~) = ~ (~  (o, ~)), 
v (2, ~) = ~ (o, ~, v (o, ~)) = r (o, v (o, ~), v (i ,  ~)), 
v (3, ~) = ~ (o, r (o, ~, ~ (o, ~)) = ~ (v  (~, ~)), 

~ ( 4 , ~ )  = ~ ( 1 , ~ ) =  ~ ( o , ~ ,  v (o, ~), ~ ( o , r  (o ,~ ,  ~ (o, ~)))) 

= ~ (o, ~ (o, a), ~ (1, a), v (a, ~)). 
Bisher hat  die Substitution" noch keine Schwierigkeiten verursacht. 

Dooh bauen wit jetzt, yon ~ (4, a) = r (1, a) ausgehend, den Weft ~ (2, a) 
aut.  Sei 

v/(5, a) = ~ (1, a, ~ (1, a)) = ~ (1, ?J (0, a), ~ (4, a)). 

Wollte ich dies in einem Schritt an SteUe yon a in ~ (1, a) substituieren, 
so miiBte ich W (6, a) definieren wie folgt: 

V(6, a) = ~ (1, y (1, a, V (1, a))) ---- V (4, V (5, a)), 

(n, a) w ~ e  also wieder aus eingeszhachtel$en friiheren Werten definiert. 
I ch  fiihre deshalb die Substitution in mehreren SchriCten durch. Sei 

(6, ~) = ~ (1, v (5, ~)) = ~ ( ~  (5, ~)), 
v (~, ~) = v (2, v (~, ~)) = y (o, v (5, ~), ~ (6, ~)), 
v (s, ~) = ~ (3, ~ (5, a)) = ~ ( v  (~, ~)), 

(9, a) ---- v/(4, V (5, a)) ---- fl (0, y~ (5, a), ~ (6, a), V (8, a)), 

u n d  damit ist die Substitution geschehen; sei endlioh 

?p(10, a) = r  a) ---- fl (1, a, ~(1,  a), ~ ( 1 , / ( 1 ,  a , ~ ( 1 ,  a)))) 

= ~ (~, ~ (o, ~) ~ (~, ~), v (9, a)). 

Dieses Verfahren 1M~t .sioh automatisch fortsetzen. Sei allgemein 
~p (n + 1, a) d e r / ~  (n + 1)-re Wert  bei der HersteUung yon ~ (/~ (n + 1), a) 

~) Diese Me,bode h~tte man aueh unmitelbar auf die Definir (~ )  an- 
wenden k6nnen, das Ver~ahren w~re abet wegen technischer SchwlerigkeiSen un- 
iibersiehtlich gewesen. Die bisherigen Reduk$ionen dienen eigenr bloB zur be- 
zeichnungsteehnischen Vereinfachung, 
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und ~ ( n , a ) - =  v2(~,(n),a), so definiere ich ~ ( n , a )  ffir n > ~ l  wie 
folgt: 

y~ (n + 1, a) = Y (/z (n + 1) -- 1, ~0 (0, a), ~ (n, a)), falls /z 1 (n § 1) -= 1, 
v/(n -4- 1, a) == fl (ft (n -4- 1) -- 1, ~ (0, a), y~ (n + 1 -- gl (n -[- 1), a), ~ (n, a)), 

falls g l ( n + l )  = v (# (n + l)) -- v (# (n + l) -- l), 

und sonst wird ~ (n  + 1, a) so aufgebaut, dal~ der erste Ausdruek, 
der bei der tIerstellung yon ~0 (/, (n -f- 1), a) auftrit t ,  n iml ich  
~ (v  (# (n + 1) -- 1) -4- 1, a), substituiert wird, d. h. dieser wird erst selber 
aufgeschrieben, dann der Reihe nach in v 2 (1, a), ~ (2, a) . . . .  an Stelle yon a 
substituiert; d e r / h  (n -4-1)-re unter  den bier auftretenden Werten yon ~ wird 
also eben derjenige sein, in welchem die Substitution in v 2 (#l (n -4- 1) -- 1, a) 
durchgefiihrt ist. Demnach mull v2 (n § 1, a), falls es weder der ers~e 
noch der letzte tier Werte ist, die ~v (# (n + I), a) aufbauen, folgender- 
mallen definiert we~den: 

(n + ~, a) = ~ (~ (~ + l)  - 1, ~ (~ (~ (n + 1) - 1) + 1, a)). 

ttiermi~ ergibt sich zunichst  .noch ein~e eingeschachtelte Rekursion. 
Ich werde diese aber auf eine nicht eingeschachtel~e Wertverlaufsrekursion 
zuriickfiihren. 

17. Zuvor mull ich erst die eingeschachtelte Rekursion, die vorl~ufig 
nur inhaltlich angegeben ist, wirklich aufstellen. 

Beim Aufbau yon 

(n + I, a) = fl (n, a, ~. (n, a), ~ (n, Y (n, a, ~ (n, a)))) 
t r i t t  erst 

~(v(n)  + i, a) = y(n,  a, ~(% a)) = y (n ,  ~(0, a), ~(v(n) ,  a)) 

auf, a ~ n  ist, diesis ~u~ Bi ldu.g  ~o .  V(~, r (~ ,  ~, V(~, @) ,  d. ~. 

v2(v(n), V(v(n) -4- 1, a)) sukzessiv in V(1, a), v2(2 , a) . . . .  , V(~(n), a) an 

Stelle yon a zu substituieren, und das bedeutet ~(n) Schrit te;  somit 
wird fiir k = 1, 2, . . . ,  v (n) 

~p (v (n) ~- 1 -Jr- k, a) ---- v; (k, ~ (v (n) -]- 1, a)), 
insbesondere 

(v (n) + i + ~ (n), a) = ~ (~ (n), V (v (n) + 1, a)) ; 
endlich hat man 

v 2 (v (n) + 1 -4- v (n) -~ i, a) = w (2. ~ (n) + 2, a) ---- q (n d- 1, a) 

= ~ (~, ~ (o, ~), v (~ (~), ~), ~ (~. ~ (~) + ~, ~)) 
zu se$zen. Demnach li{~t sich die Funldsion v (n), fiir welche q (n, a) 
= v2(v (n), a) ist, duroh die folgende Rekursion definieren: 

�9 (0) = i 

v ( n + l )  = 2 .v(n)  4-2,  
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und somit ist -- wie man dutch vollst~ndige Induktion finder --  

v(n) = 3 . 2 " - - 2  
tmd 

v ( n +  1)- -  v(n) = 3 . 2  n. 

# (n) liil]t sich folgendermal]en definieren: # (n) ist die kleinste Zahl i, 
ftir welche v(i) ~ n ist. Wird also x, (n, a, b) folgenclermaten definiert: 

0, fMls v(0) ~ a, das heis t  a ~ 1, 
0, falls v (n) < a, 

x~(n,  a, b) = I n ,  falls v(n) ~ a & b  = 0 & a  > 1, 
b sonst; 

ist ferner 
~1 (0, a) = 0, 

~ l ( n + l ,  a) • u l ( n + l ,  a, ~t,(n, a)), 

so ist, falls v (n) > a, 2 t (n, a) die kleinste Zahl i uater  n, fiir welehe 
v (i) ~ a. Da nun jedenfalls v (n) ~_ n ist, so ist 

# (n) = ~t, (n, n). 

Ferner kann #~ (n) definiert werden wie folg~: 

#l(n)---- 1 fails n__<l ,  

#x (n) = n --" v (/~ (n) --" 1), falls n > 2. 

In der Definition yon #t (n) bedeutet das Zeichen "- -e infach sub- 
trahieren; denn nach der Definition yon /~ (n} ist fiir n _~ 2 # (n) ~ 1 
und n > v (# (n) --  1). 

Gem~i~ diesen Definitioneu ist fiir n ~ 2 

1 <_ ~1{~) ~ ~ ( ~ ( ~ ) ) -  ~ ( ~ ( , ) -  1) = s .  2 - ( - ) -1 ,  

ferner sind v(n), ~u(n), #1 (n) rekursive Funktionen. Mit Verwendung 
dieser Funktionen kaau man ~ (n, a) folgendermal~en definieren: 

f ~(o,  ~) = ~, 
I v (~, ~) - -  ~ (v (o, a)), 
/ und fiir n > 0 

(Da) ~ ~v (n + 1, a) = 7 ( g  (n -4- 1) --  1, ~v (0, a), ~v (n, a)), falls tt~ (n + 1) = 1, 
/ ~ (~ + 1, ~) = ~ (~ (n + 1) - 1, ~ (o, ~), ~ (~ + 1  - ~1 (~ + 1), ~), ~ (~, a)), 
[ falls gx(n + 1 )  ---- 3 .2 ,  (~+~)-1, 

( ~ ( ~ +  ~, ~) = ~(~1(~+ ~) -1:  v ( ~ ( , ( - +  ~ ) -  ~)+ ~, ~)) sonst. 

18. Nun wird der ~bergang zu einer nicht-eingeschaohtelten Wert- 
verlaufsreku~sion vollzogen, ttierzu mull ich zuerst einige Hilfsfunktionen 
rekursiv definieren. 
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Es sei 

R. P~ter. 

I 
~:(c~), 

(c, b, c~, % c~) = ? (b, c~, c~), 
fl (b, c~, c~, ca), 
O, 

falls c ---- 0, 
falls c = 1, 
falls c ---=- 2, 
falls c ~ 3; 

diese Funktion wird zur Zusammenfassung der Funktionen ~, ~ und 
clienen. Ferner sei 

0, falls n ~ l ,  
1, falls ~ 2 & 1 * l ( n )  = 1 ,  

x ( n ) =  2, fails n___~2&1*l(n)----3.2~(n)- ' l ,  
(1.1 ( n ) - -  1) sons%. 

(n) fist also 0, 1 oder 2, je nachdem F(n,  a) dutch eine Substitution 
in ~, ~, oder fl entstanden ist; x (0) kSnnte man nach Belieben definieren. 
Endlich sei 

2(n) = ~ 1*(n) "---1, falls t*l(n) = 1, oder 1.1(n) = 3.2~(~)- '~,  
/ (1., ( n ) - -  1) sons%, 

und 
n, falls t~l(n) = 1, oder 1*~ (n) ----- 3. 2 ~'(')-1, 

~1 (n) = ~1(~1 ( ' 0 - -  1) sons%, 
1, falls # l (n)  = 1 

v~(n) = 3 . 2 ~  ~'~'-1, falls ~l(n)  = 3 . 2  ~(~)-'x, 
v2(1.1 (n)--" 1) sonst; 

diese Funktionen werden dazu dienen, tun im Falle ~ (n)----1 oder 
x (n) = 2 die Ausdriicke aufzustellen, die zur Bildung yon ~ (n, a) in 
bzw. fl einzuse%zen sin& 

Es is% leicht einzusehen, da~ nach diesen Definitionen ftir n ~= 0 
0 ~ v~ (n), v~(n) ~ n besteht. (Denn ftir n = 1 bestehen diese Un-  
gleichungen, da 1.~ (1) ---- 1 fist, und aus der Annahme, dag sie schon fiir 
kleinere Argumente als n best~hen, kann man leicht das Bestehen fiir n 
folgern.) 

~, u, 2, v ,  ~ sind ihren Definitio~en nach alle rekursive l~unktionen. 
Nunmehr werde ich beweisen, dal~ die Funl~ion ~(n, a), die sich ml t  
ihrer Hilfe durch die Rekursion 

{ ~(o, a) = 
(Do) ~ (n + 1, ~) = ~ (~ (n + ~), ~ (n + ~), ~ (n + ~ - -  ~ (n + 1), a), 

+ 

definieren ls mit  der Funktion.  yJ (n, a) identisch ist. (D,) is% sehon 
~ine nioht-eingeschaohtelte Wertverlaufsrekursion, da nach der vorigen 
Bemerkung v, (n + 1) ~ 0, % (n + 1) =~ 0. 

19. Erstens is% evident, daI~ ~ 

(0, a) = ~o(O, a). 



Begriff der rekursiven Funktion. 631 

. ( n + l )  = 2; ,(2, b , e .  
% ( n + l )  = n + l  und 

a, lso 

(n q- 1, a) -----//(# (n -F 

%c~) = fl(b,c,,vs, cz); 2(n q- 1) ----/~(n q- 1) -- 1; 

~s (n -]- 1) = 3 .2  ~("+ 1)-~ = / ~  (n + 1) ~__ n + 1, 

~) - ~, ~ (o, . ) ,  ~ (~ + ~ - ~,  ( .  + ~), ~), ~ ( . ,  a)) 
= V (n + 1, a), q .e .d .  

c) 8ei endlich 1 < / ~ ( n +  1 ) ~  3 .2" (~+1)-h  Dann werde zur Ab- 
kiirzung 

n 2 = /~ (n -b l) -- I 
gesetzt, so dab 

n, q - n  2 = n - l - 1  

ist. Ferner werde eine Funktion g (k, a) durch die Rekursion 

z (o, a) = ~ (% a) 
z (1~ + 1, a) = ,  (~ (~ + 1), X (~ + 1), z (~ + 1 - -  T, (~ + 1), a), 

z (k + ~ -  ~, (k + ~), ~), z {k, ~)) 
definie~t. Gem~13 dieser Rekarsion is~ g (b, a) ---- ~ (k, ~ (n~, a)), da ja in 
der Rekursion (D6) der Parameter a nu t  als Anfangswert vorkommt. 

Andererseits "ist nach (D6) 

(n~ + ~, a) = ~ (~ (n~ + k), ;~ (n~ +/~),  r ( ~  + k - ~ (n~ + k), a), 
(n 1 -{- k -- T~ (n, + k), a), ~ (n, -}- k --  1, a)). 

Oem~i~ der Definition von % n~, # and /~ t  ist fiir k = 1, 2, . . . ,  n, 

and daher auf Grand der Voraussetzungen des I~aUes c) 

1 < ~ ( n ~  + k) ~_/z~(n + 1) < 3 . 2 ~  ~+~)-~.  

Ferner ist, wegen 

(1) = 0 und L(0, b , %  %,cs) ----- ~(c~), 
$(1, a) ---- a(r  a)) = ~(a) = v2(1 , a), 

das heist:  
r a) = y(1, a). 

Aus der Annahme: fiir i ~_ n, n ~ 1 sei sohon 

(i, a) = ~ (i, a) 
bewiesen, kann man auf 

( n + l , a ) =  ~ ( n + l , a )  
schlieBen wie folgt: 

a) 8ei zuni~chst #1 (n + 1) = 1. Dann ist 

u ( n + l )  = 1; t ( t , b , c , , % c ~ )  = 7 ( b , c , , c 8 ) ;  2 ( n + l ) = # ( n + l ) - l ;  
�9 i (n + 1) = n + 1, 

also 
$ (n -F 1, a) ---- y (# (n -}- 1) - -  1, W (0, a), ~ (n, a)) = W (n -]- 1, a), q .e .d .  

b) 8ei nun / u l ( n +  1) ---- 3-2g("+~)-h  Dana ist 
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Also ist ~ (n~ + k) ~-- x (~, (n, § k) -:- 1) ----- g (k) 
und entsprechend 

~(n l + k ) = ~ ( k ) ;  ~ ( n ~ §  = rl(k); ~ (n, § k) ---- ~ (k), 

folglich ftir k = 1, 2 . . . . .  n~ 

( . ,  + k, ~) = ~ (~ (k), ~ (k), ~ (n, + k - ~ (k), ~), ~ (~, + k - ~ (k), ~), 
AuBerdem ist ~ (nl § k - 1, a)). 

(n~ + o, a) = ~ (n~, a). 

Dies bedeutet  abet, dab ~ (n t § k, a), als Funktion yon k, fiir 
0 < :  k <:  n I denselben Rekursionsgleichungen genfigt, wie g (k, a); also 
stimmen die beiden Funktionen insbesondere fiir k = n~ iiberein. Somit ist  

(n § 1, a) ---- ~ (n ,  -~- n~, a) = z(na,  a) --~ ~(n, ,  ~(n, ,  a)) 

= $(S~(n-~  1) -- 1, $ ( u ( S ( n  § 1) -- 1 ) +  1, a)), 

und hieraus folgt auf Grund der Annahme $ (i, a) = ~v (i, a) fiir i ~ n,  
der Voraussetzung yon c), und der letzten Gleichung aus (D6): 

$ (n § l, a) ---- ~v (n+  1, a), q . e .d .  

Die Funk'tion V (n, a) wurde eben derart definlert, dab die Gleiehung 

bestehe. Das tatsiichliche Bestehen dieser Gleichung kann otme Schwierig- 
keiten verifiziert werden. Demnach ist aueh 

q~ (n, a) = $ (v (~q), a), 

und damit ist die Rekursivitiit yon ~ (n, a) bewiesen. 
20. In Nr. 15 wurde die spezielle eingeschachtelte Wertverlaufsrekursion 

(D3) behandelt. Es mac]at keine Schwierigkei~, mit derselben Methode 
such die allgemeine eingeschachtelte Wertverlaufsrekursion auf eine ge- 
wShnliche eingeschachtelte Rekursion z~iickzufiihreu. 

Im ganzen ergibt sich somit, dab die Klasse der rekursiven Funk-: 
tionen dutch Zulassunq der Wertverlau/srekursion und der eingeschachtelten 
Rekursion nicht erweitert wird. - -  

Zum Schlufl spreche ich den Herren P. Bernays (GSttingen) und 
L. Kalmhr (Szeged) Iiir mehrere Vereinfachungen meiner urspriinglichen 
Gedankengiinge meinen Dank aus; dem letzteren besonders auch dafiir,, 
dab er meine Aufmerksamkeit auf die rekursiven Funktionen gelenkt hat ,  

(Eingeg~ngen am 16. 4. 1934). 

[Zusatz,  21. September 1934.] Auf Anregung des Herrn L. KMmAr (Szeged) 
babe ich den Beweis des w 2 weiter vereinfacht, indem ich die kombinatorisehen 
Schwierigkeiten mit Hilfe des Satzes yon der eindeutigen Primfaktorenzer|egun~ 
tier Zahlen umgehe. Der vereinfachte Beweis wird in einer ungarischen Arbeit mi~! 
deuteehem Auszug: ,,Zur Theorie der rekursiven :Funktionen" demn/i, chst in den 
Matema~ikai Ss Fizikai Lapek (Budapest) erseheinen. 


